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ПРЕДИСЛОВИЕ. 


В 1-й части иастоящей работы проводится система- 
тическое исследование замечательных кривых, выволятся 
их уравиеиия в различных системах коордииат, подробио 
исследуются особениости их форм, исследуются геомет- 
рические и механические свойства этих кривых, вычисля- 
ются их элемеиты, излагаются различиые способы их по- 
строеиия, как графические, так и мехаиические, рассматри- 
вается применеиие этих кривых в физике, механике, тех- 
нике и, иаконец, в иекоторых случаях даются историчес- 
кие справки о той или ииой кривой 

Во 2-ой части приводится общая схема исследова- 
иия кривой по ее уравиению и, в качестве образцов приме- 
нения этой схемы, прилагается исследоваиие формы сорока 
кривых. 

Киига может служить учебиым пособием для студеитов, 
изучающих зиалитическую и дифереициальную геометрию, 
и быть полезиым справочииком для преподавателей и ии- 
жеиеров 


А Сэвелов. 


ЗВЕДЕНИЕ. 


В 1637 г. вышла в свет кинга, которав совершнла круп- 
нейшнй переворот в нсторнн развнтнв математикн. Это 
была „Геометрнв“ Ренэ Декарта—кннга в которой было 
окончательно оформлено понвтне метода коордннат 
в разъвснивлось его прнмененне к целому рвду геометрн- 
ческих задач 

С помощью зтого метода многне весьма трудные про- 
фблемы, требовавшне длв своего решенив тонкнх н остро- 
умвых прнемов, решалнсь с большой простотой н всностью 

Зваченне метода коордннат определвлось тем, что с 
помошью его, геометрические задачн переводнлись на 
взык алгебры н решалнсь путем вычнсленнв. Сложвые гео- 
метрвческне построенняедревних, сопровождаемые тонкнмн 
рассужденнивмн былн заменены алгебранческнын операцивмн. 

ростота, всность н главное общность, которые 
вноснл этот метод в процесс решеннв задачн, обеспечили 
ему господствующее положенне в математнке вплоть до 
маших дней 

Основаннем метода коордннат ввлветсв чрезвычайно 
простав ндев, согласно которой каждой паре вещест- 
зенных чисел можно прнивестн в соответ- 
ствне точку на плоскости н обратно каж- 
дой точке, лежащей на плоскостн, можно 
орнвестн в соответствне пару вещественных 
чвсел. 

Из этого положевнив непосредственно вытекает другое 
важное положение согласно которому: каждому урав- 
неввю, сввзывающему две переменные велн- 
чвны соответствует некоторав кривав (ве- 
щественнав нлн минмав). 


Плояльлньл вед вол м плаа, Яр о ла ааа НЕХ. 9. Г-У ТУТТА 
хил кяьоло пвамдомту УРРЗеПЛК < АРУмЫ о и 


нымв соответствует бесконечное множество пар чнсел, 
являющнхсв значеннвмн переменных, удовлетворвющнын 
данному уравненню Но согласно основной ндее метода 
коордннат каждой паре чнсел соответствует на ‘плоскостн 
точка. Следовательно, данному уравнению будет соответ- 
ствовать бесконечное множество точек, лежащих на плос- 
кости, расположенных тем нли нным образом, опреде- 


лвемым характером самого уравненнв Короче 
говорв, данному уравненню будет соответствовать опре- 
деленнав кривав. 


Особенностн формы зтой крнвой н все ее свойства опре- 
делвютсв особенноствмн того уравненив, которому соот- 
ветствует эта кривав. Возннкает вопрос какие же особен- 
ностн кривой соответствуют данным особенноствм ее ура- 
вненнив и обратно. Какнм образом, нмев уравненне крнвой, 
нзучить зту кривую нлн наоборот, знав характерные осо- 
бенностн кривой, получить ее уравненне. 


Разрешеннем зтнх вопросов заннмаютсв аналнтнческав 
н диференциальнав геометрин. 


Врвд лн нужно говорнть о том высоком значеннн, ко- 
торое имеет нзученне кривых н в чнсто теоретических 
вопросах математикн н во всех ее многочисленных прнло- 
женнвх. 


Роль крнвых в областн техннкн огромна. Геомет- 
рнческне свойства кривых, вскрытые анализом нх уравне- 
ний, шнроко нспользуютсв в раздичных механизмах, дета- 
лях машнн, всевозможных стронтельных ниструментах н 
т.д 


Эксцентрик, сообщающнй стержню равномерное посту- 
пательное движенне, очерчнваетсв по спнралн Архнмеда, 
так как нменно эта кривав обладает свойствамн, обеспечн- 
вающинын равномерность двнженнв Зубщы шестеренок 
очерчены по цнклическнм кривым, так как кривые эти 
обладают свойствамн, позволвющнын щестеренкам плавно 
катнтьсв одна по другой, не стирав свонх зубцов. 


Закругленив железнодорожного путн прн большнх радн- 
усах кривизны нмеют форму кубнческой параболы, а прн 
малых (напрнмер, в горной местностн)—форму дуги лемнн- 
скаты 


В областн физики, астрономин н естество- 
знаннв на каждом шагу приходнтсв иметь дело с крн- 
вымн. Здесь онн призваны наглвдно нллюстрнровать мно- 
гне законы, характеризующие соотношение между пере- 
меннымн величннамн, нзмененнем которых определветсв 


нзучаемое ввленне прнроды. Наглвднав нллюстрацив закона 
в внле некоторой кривой оказываетсв чрезвычайно полез. 
ной, нбо она вноснт ббльшую всность в понимание сущно- 
сти этого закона; часто крнвав свонм видом, особеннос- 
гвын своей формы подчеркивает некоторые весьма важные 


деталн нзучаемого ввленнв, которые при отсутствни на- 
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Веедение 


глвдного представленнв могли оказатьсв не заметнымн 


Конвые, как геометонческие нллюстраиии законов пон. 
роды, нграют до некоторой степенн подсобную роль, но 
часто в работе естествонспытателв онн становвтсв пред- 
метом самостовтельного нзучення, непосредственно осу- 
мествлввсь в некоторых ввленивх прнроды (траекторнв, 


орбита). 


Наконец, в областн чисто теоретнческних во- 
просов математнкн кривые, как геометрические нн- 
терпретацин нзучаемых вопросов, также нмеют большое 
значение. Достаточно вспомнить насколько важным вв- 
лветсв, прн изученин свойств какой-лнбо функцин, нметь 
соответствующую ей кривую Насколько, например, от- 
влеченнымн н трудными были бы вопросы о разрывах функ- 
цни н о видах зтнх разрывов, если бы не прибегать к со- 
ответствующим геометрическим нллюстрацнвы! 


Классификация кривых. Основные свойства алгебраических 
кривых 


Бесконечному множеству уравненнй, сввзывающнх две 
переменные велнчины н отнесенных к некоторой снстеме 
коордннат, соответствует бесконечное множество кривых 
самых разнообразных форм. В силу этого обстовтельства 
возннкает вопрос о класснфнкацин этого множества крн- 
вых 


Так как характерные особенностн кривых определвютсв 
характернымн особенноствмн нх уравненнй, то естествен- 
но в основу класснфникашин положнть подразделнне крн- 
вых на алгебраические н трансцендентные, со- 
ответственно подразделенню уравнений на алгебранческне 
н трансцендентные. 


Что же касаетсв выбора снстемы коордннат, к которой 
отнНосвтсв данные уравненнв, то наиболее удобной велвет- 
ся првмоугольнав снстема по соображеннвм, о которых 
билет указано ннже. 


Алгебраические кривые. 


Алгебранческой называетсв кривав, уравненне которой, 
после преобразованнй, заключающнхсв в освобожденин 
этого уравненнв от дробей н радикалов н расположеннв 
его членов по нисходвщим стеленвм, принимает вид 


Веаедоние 


Ах" -- А, х'-1у--Азх"- уз —--А, у’, + |п-Н1 членов 


РВ уп-1-1 В у9-3 


++ Вох"-1-- В, хе 2 у-- В; хо-зу--....-В, у] а р 
+ Сохе-2 -+- Сих"-зу--Се-чуз-.. „ау“ | 1, 
ооо ла . .+ 

4+-Кх-+ »у-+ 2 члена 
М =0 1 член 


Все алгебранческне кривые подразделены на порядкн, 
определяемые стеленью уравнення данной кривой 

Такнм образом напнсанное уравненме определяет алгеб- 
ранческую кривую „П“-го порядка. 

Суммнруя чнсла членов каждого ряда в написанном 
уравнении, получнм 


(п 0-+л-+@—10+. ..424+1= ОИ о 


Такнм образом полное уравненне кривой „п“-го 


порядка всолержнт КС аи членов. 


В частных случаях некоторые члены уравнення могуг 
быть нулямн. 

Остановнися на некоторых основных теоремах, касаю- 
щинхся алгебранческих крнвых. 

Теорема 1-я: Порядок алгебранческой кривой 
не завнснт от места положення снстемы де- 
картовых коордннат на плоскости, 

Действительно, пусть данная кривая нмеет в хекар- 
товой снётеме коордннат уравненне 


В(х, у)=0 


Выберем новую снстему коордннат н пусть формулы 
перехода, выражающие старые коордннаты через новые, 


будут 
х=Ах, + Ву! + С 
у= А, х, ++ В, у: С, 


Так как правые частн зтнх формул являются лннейными 
выраженнямн, то после подстановкн в уравненне Р(х, у)=0 
онн не смогут повысить его сгепень, но очевнлно н не 
смогут н понизить, так как тогда прн обратном переходе 
от системы х, 0; у, к системе хОу степень уравнення долж- 
на была бы повысится, что невозможно, как мы уже внде- 
лн. Такны образом, теорема доказана 


Зооление` 


Заметим, что от перенесения снстемы декартовых ко- 
ординат не изменяется не только порялок алгебранческой 
кривой, но н вообще не изменяется характер уравнения 
крнвой, т. е. алгебранческая кривая всегда останется алге- 
бранческой, а трансцендентная—трансцендентной, как бы 
нн располагали снстему коордннат. Это вытекает нз тех 
же соображений, на основаннн которых была доказана 
предыйущая теорема 

Совершенно по другому обстонт дело; например, в по- 
лярной снстеме координат. так уравненне окружностн с 
полюсом в начале нмеет внд р=а н оказывается алгебра- 
ническим, эслн же полюс пепенестн в некоторую точку 


ыы о ая ое = то 


‚(р, 2,), то зто же уравненне примет внд 


а — 9? ри? — 200, С0$ ($ — Фи) 
и окажется таким образом трансцендентным 
В снлу зтого обстоятельства прн класснфикациин кривых 
уравнення нх выгодно отнестн нменно к снстеме декарто- 
тых коордннат, а не какой-либо другой. 
Теорема 2-я Алгебранческая кривая „п“-то по- 


рядка определяется +. точками 


Действительно, в уравненнн крнвой „п“-го порядка прн- 
1 
сутствует, вообще говоря, ое. членов с такны 
же колнчеством козффнинентов, для определення которых 
необходимо нметь снстему ое. уравненнй. 

Но еслн все члены зтого уравнення предварнтельно 
разделить на однн из козффициентов, что является вполне 
законным, еслн зтот козффнциент не равен нулю, то число 
козффицнентов, подлежашнх определенню, окажется на 
еднинцу меньше, т. е будет равно- 


10-2) _,— яя |3). 
2 


Такнм образом, если заданы свонмн коордннатамн 
пи 3). 
2 
этн коорлннаты в общее уравненне кривой, мы получим 
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точек крнвой „п“-го порядка, то, подставляя 


Заодение 


оз. уравнений, нз которых н определяются козф- 


Ффициенты уравнения данной кривой. 
Заметнм, что прн определеннн коэффнинентов некото- 
рые нз инх могут оказаться равнымн со нли неопределен- 


ностн -(. Это говорнт о том, что козффицнент. на кото- 


рый предварнтельно делнлнсь все члены уравнения, равен 
нулю и те коэффниненты, которые прннялн внд неопреде- 


ленностн 0 также равнялнсь нулю. 


от блать м там ито воло дплепояяла р. Ро 
и] а 2 сам, чех 5х “прод чяль < ючы- 


эффицненты примут внд неопределенностн 9. Это будет 


говорить за то, что данных точек недостаточно для опре- 
деления данной кривой. 
Последнее обстоятельство может быть в том случае, 


когда данные 89. точек расположены так, что вся- 


кая кривая „п“-го порядка проходя через некоторые нз 
них, обязательно должна проходнть н через остальные. 

Так, например, все крнвые 3-го порядка, проходящие 
через 8 точек, расположенных нзвестным образом, обяза- 
тельно пройдут через некоторую 9-ю точку, следовательно, 
такнмн 9-ю точками кривая 3-го порядка не может быть 
определена (парадокс Крамера). 

Подобно зтому кривая 2-го порядка, состоящая нз двух 
пересекающнхся прямых, не может быть определена 5-ю 
точкамн, еслн зтн точки заданы так, что 4 из них лежат 
на одиой прямой. Задача окажется неопределенной, ибо 
существует бесконечно много кривых 2-го порядка, состо- 
ящнх низ двух пересекающнхся прямых, одна нз которых 
определяется 4-мя даннымн точкамн, а другая связана 
только одним условнем прохождення через 5-ю заданную 
точку 

Теорема 3-я. Две алгебранческнх кривых, низ 
которых одна п-го порядка, а другая т-го, 
пересекаются не более чем в „шп“ точках. 

ействительно, по теореме Безу, рассматриваемой в ал- 


гебре, известно, что чнсло общих решений двух уравненнй 
с лвумя неизвестными равно произведению степеней этих 
уравненнй. 

Бсли средн этнх решеннй будут мнимые, то очевидно 
действительных точек пересечення данных кривых будет 
меньше, чем тп 


Еслн уравнения данных кривых неполные, так, напрн- 
мер, еслн в уравненин 1-Й кривой высшая степень у-ка 
есть п—р, а в уравненнн 2-й кривой тр— 4, то степень 
уравнення, полученного после нсключення у будет не 
выше пт — рд, как зто показал Безу, в вилу чето кривые 
будут пересекаться не больше, чем в шп — р4 точках 

едствие. кривая п-го порядка пересекается каждой пря- 
мой в п точках (действнтельных нлн минмых). 


Алгебраические кривые, соответствующие частным видам 
их уравнений 


1 Вслн уравненне, связывающее х ну не удовлетво 
ряется никакнын действнтельнымн значеннямн х ну, то 
соответствующую ему кривую называют мннмой. 

Прнмер уравненне х?-|- у? = —9 выражает мнимую ок- 
ружность 

2 Еслн уравненне удовлетворяется только одной парой 
значений х ну. то оно соответствует точке 

Прнмер уравненне хз-- у: =© выражает точку (0, 0) 

3 Велн левая часть уравнення Р(х, у) =0 может быть 
разложена на множнтелн, напрнмер, 


Р(х, у)=Ь(х, У)Ь(х, У) 
то данному уравнению Р(х, у) =0 соответствует снстема 
кривых, определяемых уравненнямн 
В (х, у) =0 н ЁЬ(х, у) =0 
В частности, еслн левая часть уравнення является 
однородной функцней „п“-го нзмерення, то на осно- 
ваннн нзвестного свойства однородных функций, полагая 


у==ах имеем: ВР (х, у) = х"Е (1, а), н еслн а, а. аз, ...ав— 
корнн уравнення ЕР (1, «) =0, то 


Б (х, у) = А (а — а,) (а —а;) . (а — а) х8 = 


се 4 


==А (у — а, хХу—аьх)..-.(у — ах); 
В снлу зтого данное уравиенне Р(х, у) =0 можно пред- 
ставить в внде ряда отдельных уравнений. 
у—а,х=0; у—а:х=0....... у — а.х =0 


н, очевидно, прн зтом, те уравнення, в которых коэффицн- 
енты прн х окажутся действительнымн, будут выражать 
прямые линин 


Воедение 


Такнм образом уравненне Е (х, у) =0, в котором Е (х, у) 
—однородная функция п-го измерення, выражает снстему 
„й“ прямых линий, нз которых иекоторые могут быть 
мНнмымн 

4. Еслн координаты х н у любой точкн данной кривой, 
могут быть выражены рационально в функции неко- 
торого параметра 1, то кривую зту называют уннкур- 
сальной нлн однопробежной. Прн измененнн пара- 
метра # от —со до 4-со переменная точка М (х, у) уннкур- 
сальной кривой пробегает без скачков всю кривую. 

Такнм образом уннкурсальная кривая не нмеет разрывов 
н состоят всегда нз одной ветвн 

Примером уннкурсальной кривой может служить Де- 
картов лнст. 


Историческая справка 


Изученне кривых велось математнкамн с глубокой древ- 
ностн Целый ряд замечательных крнвых с нсчерпывающей 
полнотой был нзучен еще грекамн 

В книгах Аполлоння Пергского приводнтся закончен- 
ная теорня кривых 2-го порядка Такне кривые как цис- 
сонда, конхонда, квадрагрнсса н др также былн известны 
грекам н достаточно нзучены нмн 

В 17—18 веках создается теорня алгебранческнх крн- 
вых Зн 4 порядка в работак Ньютона, Эйлера, Крамера н 

Ньютон указал 72 внда кривых 3-го порядка. Эйлер, 
классифицируя нх по характеру бесконечных ветвей, свел 
зтн кривые к 16 вндам. 

По зтому же принципу Эйлер класснфицировал крнвые 
4-го порядка, насчнтав для ннх 146 вндов 

Нанболее замечательнымн нз всех кривых, с которымн 
приходнтся встречаться прн нзученин разнообразных явле- 
ннй в областн гехнникн, физики н есзествознання, являются, 


-.наХ 


Онн графнческн выражают целый ряд необычайно важ- 
ных физических законов, онн непосредственно осущест- 
вляются во многих явленнях приролы (лвнженне планет по 
зллийсам, траекторня брошенного тела в форме параболы 
инт. д), наконец, кривые зтн обладают весьма ценными 
геометрическими свойствамн, позволяющимн использовать 
нх в целом ряде конструкций н механизмов. 


© 


Эаодение 


Эллипс, гнпербола н парабола открыты былн древнимн 
грекамн н достаточно подробно изучены нмн, как кониче- 
ские сечення Предполагают, что теорня коннческих сече- 
ний зароднлась в результате разрешення чисто практичес- 
кой задачн архнгектурного характера, когда перед гречес- 
кнмн архнтекторамн встал вопрос о том, насколько дол- 
жен быть вытянут овал, являющийся украшеннем на фрон- 
тоне здання, чтобы с нзвестного места перед зданнем он 
казался кругом 

Средн греческнх математнков, заннмавшихся коннчес- 
кими сеченнямн, необходнмо отметить прежде всего Ме- 
нехма (—3 в.) Эллнпс, гнперболу н параболу грекн назы- 
валн по нменн этого математнка „трнадамн Менехма“. 

Законченную форму теорнн коннческнх сеченнй дал 
Аполлоннй Пергский (2-я полов. 3-го в. дон. э) в своем 
труде, состоящем нз 8 кинг. Ему же прнпнсывается вве- 
денне самнх термннов: эллнйс, гнпербола, парабола, На 
смысле этнх терминов мы остановимся в дальнейшем 
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Часть | 


1. КОНИЧЕСКИЕ 
СЕЧЕНИЯ. 


ЭЛЛИПС. 


Вывод уравнения 


Эллипс можно определить как геометрическое 
место точек, сумма расстояний каждой из 
которых от двух данных точек есть велничн- 
нв постоянная Исходя из этого определения, выведем 


у 


Чертеж 1. 


урввнение зллипса Пусть Р н Р,- данные точки (черт. 1), 
причем РЕ, =2с, М(х, у)у-некоторая точка зллипса. Рас- 
стояйня зтой точки до данных точек Р ни Р,, вазовем через 
гии, а сумму вх положим равной 2а Принимая ЕР,, за 
ось х-ов, а перпендикуляр к ней, проходящий через сере- 
дину,—за ось у-ов. получаем 


г У (хх); п =Иу? -+ (сх): 


м так как, согласво определению, г-- п =2в, то 


УЕ -+Иу- Ех 


Освобождаясь от рвдикалов, мы приходнм после пре- 
ре оч чееЕРЕЕ 1 


образоввний к уравнению: 
(а2 = сз) х2-- а?у? = (22 == сз) в? 
Так как из треугольника ЕМЕ. слелует 22 >> 96 и сл. 
в>с, то разность а: —с2—существенно положительнв; ис- 
ходя из этого, полагвем в?— с2=2, тогда: 52х2-|-в3 уз — в3 63, 


песле деления всех членов на а2Ъ3, получаем каноническое 
урввиение эллипса 


Сазелов, Зэмечат кривые *2 т 


Эллийс 


Из уравнения усматриваем прежде всего, что зллипс 
является кривой симметрической относительно обенх осей, 
а, следовательно, н относительно нвчала координат; нз урвв- 
нения видно также, что |х|] не может превышвть а, а |у| 
не превышает Ъ, в свлу зтого заключаем, что весь эллипс 
умещается внутри прямоугольника со сторонвми: х = а 


и — т 


Основные элементы эллипса. 


Дадим определения элементов эллипса. 

Точки Е в Р,‚ ивзывают фокусами (черт. 2). Рвссто- 
янне между фокусамн РР, =2с назыввется линейным 
эксцентриситетом эллипса. 

Оси симметрии эл- 
липса называют глвв- 
нымн осями его, 
при зтом АА, —боль- 
шая ось, а ВВ, —мвлая. 

Полагая в урввие- 
ини зллипса у =0, ив- 
ходим ОА=в н, следо- 
вательно, длинв боль- 
шой осн. АА, =2а, по- 
добио этому длниа ма- 
лой оси- ВВ, =. 

Точки А, А, В, В, 
ивзывают вершинв- 
мн зллипса. Прямые 
гн п, соединяющие точку зллипса с фокусами, ивзыввются 
фоквльнымн раднусвми-векторами. 

Центр свыметрни называют центром эллипса. Любую 
прямую, проходящуя через центр, —-днаметром. 

Отношение линейного эксцентриситетв эллипсв к боль- 
шой оси его ивзывается численным, или встроно- 


мическим зксцентриситетом, обозивчвемым обык- 


новенно через е. 
Таким обрвзом. 


Рвзность между осями зллипсв 2в—26 называется линей- 
ным сжатнем. 
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Отношение линейного сжатия к большой оси называется 
численным сжатнем ни обозивчается через а. 


*). 


ма 2а—25 
За 


В высшей геодезнн ин астроиомнн ивзывают. угол $ 
между рвднусом-вектором, проведенным из ивчалв, н боль- 
шой осью зксцентрической вномалией, а угол $ 
между фокальным раднусом-вектором н большой осью— 
ястииной аномалней зллипса. 

Параметром эллипса называют длину всей хорды, 
проведенной через фокус перпендикулярно к большой оси, 
обозначаемую через 2р При зтом р является фокальной 


ординатой в равняется 


Таким образом а 


Ди ректрисаи и зллипса называются прямые: 


аз 
х = + — 
с 
Так как для зллипса 


23 4 
&<а, то =. н, следо- 
вательно, обе директрисы 
проходят не пересекая зл- 
зипса. 
Возьмем на зллипсе не- 
которую точку М(х, у) (чер- | ь 
леж 3) Очевидно: МО =РМ = ОМ — ОР = = - = 


Чертеж 3. 


а сх 
а из предыдущего МЕ =а— ех = — откуда 


МР _ а—сх а—сх _ с 
МО а с а 


Таким образом зллипс является геометриче- 
ским местом точек, для которых отношение 


—е. 


директрисы является постоянной величиной, 


равиой эксцентриситету. 


*) Для земного мервднана линейное сжатие приблазительно равво 
$ гоографическам милям, а числейное—1 : 300 


Заяанее 


Соотмошення между величинами, характеризующими фор- 
му н размеры эллняса 


Так как при выводе уравнения мы положили а?—с2=Ъ?, 
ТО С? = аз — 63 в, следовательно, 


с = Иа: — 6 
Эта формула позволит находить линейный зксцентриситет. 


Для определения астрономического зксцентриситета 
имеем 


Так как У а: — < а, то е < 1/-астрономический 
эксцентриситет зллипса меньше еднинцы 


Выше мы имели 
г=Уу- С» 


и= УЕ 
Возвышая в квадрат зтй равенства ин вычитая, имеем 
1:2 — г = 4сх, 
но с другой сторовы гг тг=2а; разделив 1-е равенство 
на 2-е, получаем п—г=2 сх 2х 
Из двух послединх равенств немедленно вытекают со- 


отношения 
=а— ех 


гг =а-фех, 


позволяющие находить фокальные раднусы-векгоры для 
любой точки зллипса, 


Параметрическая форма уравнения эллниса. 


Прежде чем заняться рассмотреннем некоторых свойств 
зллипса, заметны, что миогне исследования значительно 
упрошаются, если иметь дело с параметрическимн урав- 
неннями эллипса, которые могут быть получены слелую- 
щим образом решая каноническое уравненне зллипса отно- 


сительно у, нмеем у = Иа:— х2; полагая х=аСо5+, 


после подстановкн получаем у=ЬУт\ Таким образом 
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параметрические уравнения зллипса могут быть записаны 
в виде 


=аСо0$ 1 
| у=ь За {1 


Изменяя { от 0 до 2=, мы заставим точку М ({) опвсать 
полный зллипс 

Геометрический смысл параметра { выяснится в даль- 
нейшем 


Раднус кривизны эллниса. 


Пользуясь параметрическимн уравнениями зллипса, по- 
лучим выражение аля раднуса кривизны его 
меем 
в= (хз у’). _ (аи? ЕН Со$ {№ ен 
х’у'— ух’ жа (-Ь Ут --6 Соз{ (—а Со {) 


— (2251-52 Со5 1), (аз (а? — с2) Со52 {и 
аь аь 
— (22 — с 009% 
аъ | 
Из полученного выражения следует, что наименьшая 
к. 

кривизна будет при Соз*4 =0,т е при {= +, что со- 
ответствует вершинам Вин В,, наибольшую кривизну зл- 
анис ныеет прн Со524{ =1| ни, следовательно, при {=0 и 
{=, что соответствует вершинам А н А:. 

Определяя ванбольший н нанменьший раднусы кривизны 
эллипса, получаем: 


п а , 
ыы аь ‘а и аь ъ ) 


Построение центра кривизны. 


Пользуясь этими выраженнями, можно весьма просто 
построить центры кривизны эллипса в его вершинах. Для 
этого из точкн М (чертеж 4) проводим прямую МС, 1 $Р, 
тогда точки С и С, пересечения в будут нскомыми цен. 


трами. соответственно для вершни А и В. 


*) Кл -^ = р—такиы образом раднус кривизяы а вершинах, лежа- 


зимх ва бодьшой осн залийса, равем его полупараметру 
2 


Действительно, так как ЛАМС подобен Л5МР, то 


т Е илн те — откуда СА р: В 
— 3 == ——— = - $ 
МА $М о 20а’ "КУЛ о 


Подобно этому из подобия треугольников ВМС, и $ЗМР 
получим ВС, = 


5 8 


(И 


Чертеж 4. 


Полученному выше выражению для определения ради- 
уса кривизны эллипса можно придать более компактный 
ВИД: 


ъ 
рае (23 — с? Со5? {№ [ и" Совм = 
— (@#—е2х)ь _ а-Нех)(а — ех)]% _ (и) 
аь аь — 
Итак: 
к— и 
аь 


Координаты центра кривизны эллипса определяются по 
формулам: 


—=а Соз{ —Ь Соз{ пенсов ый" и Соз84 


4—5 4{—а 54 
Система уравнений 


аз $ 4-- 52 (0521 __ _ а—Б 
Ь 


` 


выражает параметрически зволюту зллипса, исследова- 
ине формы которой будет приведено ниже 


Свойства касательной и нормали 


Рассмотрим теперь ряд свойств зллипса, связанных с 
его касательными и пормалямн. Покажем, что углы, обра- 
зованные фокальнымн радинусами-векторамни 
точки касания, делятся касательной ин нор- 
малью пополам 

Для доказательства этого 
свойства достаточно показать, 
что пормаль ММ (чертеж 5) 
является биссектрисой угла 
М в треугольнике Р, МР, а 
для зтого о пока- 

ть, что =, 
мать, то ЧЕ = РМ 


=е-- ОМ =‹-+ЮР—РМ)=‹-+(х— РМ) 
РМ = с — ОМ =с— (ОР—РМ)=‹—(х —РМ) 


Но РМ является поднормалью и, следовательно 


РМ =уу, = 


Имеем 


З з 
тогда вм=е+(х-— =) орк е+: х = 


=— (а- ех), подобно этому РЕМ = Г (2— ех), следова- 
ь | А №. ь 


тельно. — =-2 1 но, с другой стороны, Р.М = 1, = 
В а — ех 
—=а+ех и ЕМ=:=а—ех, откуда РМ _ афех 


РМ  а—ех° 
2 


Таким образом действительно. Ми свойство 
доказано 


Итак, пормаль делит пополам угол между 
фокальными раднусами-векторами, а каса- 
тельная делит пополам угол между одинм фо- 
кальным раднусом-вектором и продолже- 
ннем другого 

В свлу зтого свойства эллипса, если в одном из фоку- 
сов его поместить источинк теплоты или света, то лучи, 


отражаясь от кривой, соберутся, следуя закону отражения 
{угол отражения равен углу паления), в другом фокусе 
этого эллипса Этим свойством объясняется ‘происхожде- 
нне термина фокус, что значит очаг. 

Пользуясь указанным свойством зллипса, можно строить 
касательную н нормаль в любой точке его. Для этого до- 
статочно постронть биссектрису угла между фокальными 
раднусами-векторами Биссектриса эта и будет нормалью, 
а перпендикуляр к ней, проходящий через точку ее пере- 
сечения с эллипсом,—касательной. 

Определим велнчниу угла 1 между нормалью ин радну- 
сом-вектором. 


Из ЛЕ, МЕ (черт. 4) ныеем по формуле тригонометрии. 


сы=у/ ЕЕ _ 
4111 Ум, 
Теперь не трудио определить длину перпендикуляров, 


опущенвых из фокусов на касательные. 
Имеем из ЛЕМК: 


ъ 
Р =ВБК =1С0$ 4= = 
т Ут 
нз АЛЕМК 
ъ 
Р, = РК =г Созт= 1. 
: } 1 Уп, р 
Перемножая полученные выражения, получаем 


изв оедеее=е де веке 


ных из фокусов эллипса на касательную, яв- 
ляется для данного зллипса величнной по- 
стоянной, равной квадрату его малой полу- 
оси 
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Определим ОК (чертеж 6)—отрезок от начала до осно- 
вания перпенликуляра, опущенного нз фокуса на касатель- 
ную. Для зтого продолжим Р.М н ЕК до точки $ их 
и Очевидио, Кб =КР и, так как ОР = ОР, то 
ОК является средией линией треугольника Р,5Р и, следо- 


БОТелЕВО. ОК > „воР5 = Е.М М6 = Е.М + МЕ =9а, 


следовательно, ОК =а 


Искомое расстояние ОК оказалось постоянным, не за- 
висящим от коордниат точки касания Это показывает что 
основания перпенднкуляров, опущенных из 
фокусов зллипса на его касательные, лежат 
на окружности круга, описанного около дан- 
ного зллипса 

В свлу зтого обстоятельства 
можно заметить, что если начер- 
тить круг, а затем, взяв прямой 
угол, двигать его так, чтобы вер- 
шниа его скользила по начер- 
ченному кругу, а одна из сторой 
проходила бы призтом движенни 
все время через некоторую по- 
стоянную точку Р ввутри круга, 
то другая сторона угла будет 
огибать при зтом движении 
ЗЛЛИПС 


Так как для зллипса Ча 
4х 


— 6084 __ ых ‚ то уравненне касательной 
ап азу 


к нему в точке М (х,, у,) имеет вид 


Ил 


зллийса + - 1. Уравнение касательной к эллипсу 


может быть переписано в виде 52 х,х {а уу — аз 53 =0 в, 
так как данная прямая Ах-+-Ву + С=0 должна касаться 
эллипса в точке М(хи, у:), то, очевидио, коэфициенты ее 


уравнення должны быть пропорциональны коэфициентам 


уравнения касательной, т. г. а: 
А В С 
_ _ Аа _ _ Вы 
Хх: = С у. = С 


Так как х, в у, удовлетворяют уравнению зллипса, то под- 
ставляя их значенне в это уравненне, получим после упро- 
щений искомое условне А? а?-- В: Ь? = Сз 

Определим теперь геометрическое место точек пересе- 
чения касательных к эллипсу пересекающихся под прямым 
углом 

Пусть х и у—коордннаты некоторой точки нскомого г. м. 

Уравнение прямой, проходящей через точку М, примет 
вид у — у=К(х —х) или Кх — у— Кх{ у=о 

Так как эта прямая должна касаться эллипса, то на 
основании вышеприведенного условия имеем 
Ка Ьз—=(у—Ккх) или (22 — х2) КЮ -- хук В: — уз=0. 

Этим уравненнем определяются два угловых коэфици- 
ента К и К, касательных, проведенных из точки М к эл- 
липсу. Так как эти касательные, согласно условню, пер- 


пендикулярны, то КК! =— 1, но из уравнения следует: 
— уг ? — у? 

КК = --— 5, следовательно, -- = —1, огкуда полу- 
а2 — х2 аз — х? 


чаем уравнение искомого г м х?-|-уз=а?--Ъ?, являющегося 
окружностью с раднусом У’а:--Ь2. Итак геометриче- 
ское место точек, из которых эллипс виден 
под прямым углом, есть окружность, раднус 
которой равен расстоянню между коицами 
осей эллипса 


Определим длину нормали зллниса 
С 


[9 [© 


Узи -Е Сов = > Ум) Сов = 
= РУз — еж = 5. @-ех)(е— ех) = ол 


Воспользовавшись полученным выражением, дадим те- 
перь общий способ построения центра кривнэны эл- 
липса из точки М (чертеж 7) проводим МК 1 ММ, а затем 
из К проводим КС 1 МР,, тогда точка С и будет центром 
26 


тельно МС= — во КМ= и, следовательно: 
Соз1 Созт ь 
мс=_№ ‚ но мы уже виделн выше, что н— 86%) ой 
Со5?1 > 
У УВ 
С051=—®—, тогла мс— В п (0) р 


(г) а ь аь 

Таким образом прямая 
МС является раднусом кри- 
визны, а, следовательно, точ- 


ка Сб— центром кривизны 
для точки М зллипса 

Определим длину под- 
касательной для зллий- 
са 


если заменим у2 его выра- 
жением, определенным из 
уравнения зллипса, то по- 
лучны- 


Оказывается, длина подкасательной не зависит от орди- 
наты „у“ точки касания ин от малой оси эллипса. 

Таким образом, если на больной оси зллипса построить 
несколько эллипсов с различными малымн осями ин прове- 
сти к инм касательные в точках, имеющих общую абсциссу 
ОР, то все зти касательные пересекут ось х-ов в Одной 
н той же точке ©, так 
как всеоннбудутиметь 
общую — подкасатель- 
ную РО 

Это замечание дает 
возможность строить 
касательную к зллип- 
су следующим путем: 
стронм на большой осн 
окружность (чепт. 8}. 


р. += ц-Р". 9 


соответствующую точ- 
ке М, до пересечения с окружностью в точке М,; строим к 
окружности в точке М, касательную и продолжаем ее до 


2 
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пересечения с осью х-ов в точке ©; теперь остается про- 
вести прямую ОМ, которая н будет касательной к зллипсу 
в точке М. 


Эллипс как проекция круга. 


Покажем, что зллипс можно рассматривать 
как ортогональную проекцию круга. 

Пусть М (х, у) (чертеж 9) есть точка некоторого круга; 
спроектированного на плоскость, составляющую с его 
‘алоскостью угол Ф Проекция точки М точка М, будет 
иметь координаты х=х и у=ыу Со5Ф. 

Подставляя в уравнение круга значения х в у, выражен- 


ные через х и у, получаем. 
уз х у 
2 —— — а? — — = 
д Со? 9 Е = 1 
Нолученная таким образом кривая в плоскости проекции 


действительно является зллипсом. 
Если угол $ между плоскостями взять таким, что 


Со$ О ‚ го круг х--уз=а? спроектируется в зллипс: 
х2 уз 
в Ты =! 

Итак, зллийс яв- 
ляется проекцией 
круга; справедливо н 
обратное предложение 
круг можно рассма- 
тривать как ортого- 
нальную проекцию 
зллипса, малая ось Чертеж 9, 
которого равна дн- 
аметру зтого круга, 

Это дает нам возможность утверждать, что в сеченни 
цилиндра плоскостью получается зллипс 

Если цилиндрическую поверхность, образованную пря- 
мымн проектирующимн полуэллипс АМА, в полукруг АМ, А, 
развернуть на плоскость, то полуэллипс примет форму 
синусоиды (чертеж 19). 

В самом деле, если обозначить ММ, через у, а АМ, 
через {, то из Л ММ.Р будем иметь 


ММ, =л= МРЫф, 


но из ДОМ,Р имеем М.РЕЬЗИ.с М, ОР = Зи АМ — 
= бт = тогда = 6 Эт А Тве=ь Таои-; обозначая 
постоянный миожитель Ь Трф через С, получаем уравнение 
сннусонды 4=С Ут ==. 


Таким образом, если верхинй край прямоугольника обре- 
зать по синусонде и затем свернуть этот прямоугольинк 
в цилиндр, то полученный цилнидр будет в инжней части 
нметь сечение в форме круга, а в верхней—в форме эл- 


ть 


липса. Это свойство зллипса используется в техинке при 
изготовлении коленчатых труб. 


Сопряженные диаметры эллипса и нх свойства. 


Обратныся теперь к некоторым свойствам зллипса, свя- 
занным с понятием сопряженных днаметров 

Определим г. м середни параллельных хорд зллипса, 
общее уравнение которых у = Кх-р с. У. 

Если обозначить координаты середин хорд через х н у, 


х, ха У Уз 


то, очевидно, х = н у= Е. где х,, х., У, 


у.-—координаты пересечения хорды с зллипсом 
Для определения этнх коордниат решаем систему 


у = Кх + с 
2 
17+ 
Исключая из этнх уравнений у, получим Ъ?х2-{ а?Ках? -{- 
+ 2а? Ксх -{ а? с? — аз? —=0. 
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Из этого уравнения должны определиться х, в х,, но 
по свойству корней квадратного уравнения имеем 


Закс 
жа =, 
т 
откуда 
ты ж-Рх _ азкс (1) 
2 Ь2 - азк2 
Подставляя найденное значение в уравненне хорд, полу- 
чаем 
х — __ 6 __ 9х 
62 - аз мы 


Таким образом мы получили уравнения искомого г. м. 
в фувкции параметра С; исключая его путем деления ура- 
внений, приходим к уравнению: 


У а ^ 


Уравнение показывает, что г. м. середин параллельных хорд 
служит прямая, проходящая через начало координат и яв- 
ляющаяся, следовательно, днаметром эллипса. 

Итак середнны параллельных хорд лежат 
на одиом из днаметров эллипса 


Угловой козфициент зтого диаметра К, = — 


з 
т Так 


как это соотношение совершенно симметрично относн- 
тельно Ки К,, то, вообразив хорды, параллельные найден- 
ному днаметру, мы замечаем, что середины их будут ле- 
жать на диаметре, параллельном ранее взятым, хордам; 


угловой коэфициент зтого днаметра К =— к * 
: а 
Два днаметра эллипса, каждый из которых 
делит пополам хорды, параллельные другому 
днаметру, называются взанмно сопряженнымин. 
Угловые козфициенты сопряженных диаметров изхо- 


дятся в соотношении: 


о 


а2 
Так как для круга 6 =а, то КК, == — 1; таким образом 
сопряженные днаметры круга взаныно перпен- 
дикулярны. 


Выше мы внделн, что зллипс является ортогональной 
проекцией круга и так как при проектировании середины 
параллельных хорд круга будут проектироваться в сере- 
днны же параллельных хорд зллипса, то; сопряженные 
дваметры зллипса являются проекциями вза- 
имно перпендикулярных днаметров круга, 
проекцией которого является данный зллипс. 

Исходя из зтого обстоятельства, можно вывести ряд 
весьма интересных свойств сопряженных днаметров зл- 
липса 

Так, например, мы можем утверждать, что касатель- 
ная к зллипсу, проведенная через конец одно- 
го из сопряженных днаметров, будет парал- 
лельна другому. 

В круге это свойство усматривается непосредственно, 
а при проектировании параллельные прямые дадут парал- 
лельные же прямые. 

На этом же основании замечаем, что параллелограм, 
образованный касательными к эллипсу, про- 
веденнымн в концах сопряженных диаметров, 
нмеет постоянную площадь $ 

Это следует из того, что этот параллелограм является 
проекцией квадрата, описанного около проектируемого 
круга 

Так как площадь проекции равна проектируемой пло- 
щади, умноженной на Соз угла проекции, то 


$ = 4а? Со ф == 2а (2а С03$). 
Но выше мы видели, что аСозф =6 —малой оси эллипса, 


полученного прн проектироваини Тогда $ = 48. 


Наконец, мы можем заметить, что площадь $ парал- 
лелограма, днагоналями которого служат со- 
пряженные днаметры эллипса, имеет также 
постоянную величину, нбо она является проекцией 
плошадн квадрата, вписанного в проектируемый круг; при 
этом очевидио 


Получим в заключение соотношение между сопряженными 
полуднаметрами эллипса н его полуосями, известное еще 


Аполлонию Пергскому. Пусть у=Кх ву рвет: х— урав- 


вення сопряженных днаметров эллипса. 
р 


Найдем точки их пересечения с эллипсом, решая сис- 
темы 


х? ;* 
3 3 —-- = 
аа 
ь 
=К == = 
у=кх у == ак х 
Получаем в результате решения 
аБ Е 
“=узеры " \ЯЕУнюры 
ак ь 
х: и — 


Нунеры " *=унефры` 


Если обозначим длинну 1-го полудиаметра через а,, а 
длниу 2-го—через &, то 


а, = Ухз-- у! = а хи НЕЕ 


ыы / зе, 
ЕР } 


возвышая полученные выражения в квадрат в складывая. 
мы приходим, после упрощеннй, к искомому соотвошенню 


аз -р о? =а-- 


Таким образом сумма квадратов сопряженных 
полуднаюетров эллипса равна сумме квадра- 
тов его полуосей. 


Длина дуги эллипса, площадь, объем тела вращения и т. д. 


При определении длины дугн зллипса для простоты 
выкладок удобнее взять его уравнения в виде 


х=а п { 
у=ьСоз{ 
Тогда для четверти зллипса получаем 


3 [* Уаз Созз 1 -Е 52 Эта = Гузеев ина = 
9 
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-ы Гиз —еЗип Е @=а Г ИГ — ве: 5431 4&=аК(е), 


[2 Г 
Таким образом длина эллипса выражается зллиптиче- 
ским интегралом 2-го рода н может быть подсчитана лишь 
при наличив таблиц 
Можно также развернуть подъинтегральную функцию- 
в бесконечный ряд 
— ©2512 {1 — —е54— „5 Ш— 
(1 — е2 $12 $) 7 е 2.4 5 
—- 1:3 ати... .. 
2.4.6 | 
ин пользуясь тем, что зтот ряд равномерно сходится при 
всех значениях „х“, интегрировать полученное равенство, 
еслн при зтом обозначить длину всего обвода зллипса 
через 5, то получится соотношенне. 


ее Я 
З=2ка|| т Г е 956 * 


При расчетах, ве требующих большой зочности, поль- 
зуются более грубыми, приближенными формулами, считая, 
например, эллипс окружностью, раднус которой равен 
среднему арифметическому его полуосей илн среднем) 
геометрическому зтнх полуосей. Тогда для выражения длины 
всего обвода зллипса получаются простые формулы 

$ = «(а--Ь) и $22=Иаь. 

Заметим, что обе зтн формулы обеспечивают точность 
лишь до 4. 

Отметим еще несколько формул для определения не- 
которых характерных для зллипса величин. 

Площадь, ограниченная зллипсом Ц =хаб. 
Площадь сектора зллипса 

х=аСо3 { 
у=ьЬУтЬ 
раднусы-векторы которого р, н р» соответствуют значенням 
ф ин Ы параметра & определяется по формуле 
=— 45 |-14— 1 512 
(2 4 /, 


Для зллипсонда вращения вокруг мал оси обьем У= ы га: 


3 
Для зллипсонда вращения вокр. больш. оси объем У=4 хаб? 
4а 46 


3*'’ 3: 
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Центр тяжести квадраита зллипса в точке С ( 
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«Способы построения эллипса. 
внися прежде всего па графических сиособак 
получения эллипса 
1-й способ— основанный на фокальном свойстве зллипса 
Отложив в определенном масштабе величины осей 
эллипса от начала координат, получаем его вершины (чер- 
теж 11). Для нахождения фокусов из В делаем засечкн на 
оси АА. радиусом, равным а, 


тогда Е и Е, —фокусы, гак 
как прин зтом построении - 
оправдываегся соотношенне /|! | 
с2=а:— 62 Раскрываем цир- ={-^ мы АА 
куль на произвольное, но И 
меньше 2а расстояние гг=А/М 
н опнсываем из Е, дугу, а рас- в 
стояннем г=2а— г: =АМ опн- Чертеж 1 
сываем дугу из Е. Точки пере- 
сечения зтнх дуг будут точками зллипса Повгоряя эго! 
прием, можно получить сколько угодно точек зллипса, 
которые затем останется соеднинть при помощи лекало 
плавной кривой 

2-й способ— построе- 
нне с помощью осевых 
кругов. Из начала коорди- 
нат  раднусами, равными 
большой и малой полуосям 
зллипса, описываем два 
круга (черт 12) Из центра 
4 проводим луч, который 
пересечет окружности в 
точках 1, и К Через точку 
Ь проводим параллель осн 
х, а через точку К—парал- 
лель осн у Точка М пере- 
сечения зтих прямых будет 


м 


м 


Чертеж 12. точкой эллипса Построе- 
нне оправдывается тем, что 
ОМ =аС0$ Е [х=-аСо03{ 


н ММ =ТЕР=ЬЯте илн у=ь$т{ , 


ч10 даел парамегрические уравнения зллипса Из зтого 
построения уясняется геометрический смысл параметра 1. 
Построение зто было предложено впервые С. Стзвином. 

3-й способ—построение при помощи прямоугольника. 
Стронм прямоугольинк, основание которого равио 2а, а 
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высота равна 26 (чертеж 13) Делим верхиюю и боковые 
стороны на п равных частей каждую. Соединяем точки 
пересечения лучами, как показано на чертеже 

Тогда точкн пересечения одинаково пумерованных лу- 
чей будут точкамн зллипса, полуоси которого равны анЬ 


Чертеж 13 


Для доказательства этого заметим предварительно, что 
если отрезок А! прииять за еднинцу, то отрезок СК будет 


равен * 

Воспользовавшись подобнем треугольников А, 1А в 
А, МР, получаем "У, а из подобия треу!гольниксв 
АСК н АМ$ имеем 

ое, И 
а 25 
Из этих равенств получаем 
о а, 29 / 
45-1 45—1° 


Возвысив в квадрат получен- 
ные равенства и сложив, при- 
дем к уравнению зллипса Чертеж 14 


лы 


а_к У РУ У УАРЕРРИЧ 
эп спосочпостросипис 


круга и соединим ее с фокусом Е. Из середины прямой 
$ЕР восстанавливаем перпендикуляр до пересечення в точке 
М с прямой Е,$ Точка М будет принадлежать эллипсу, 
большая ось которого равна Е\$, а фокусы находятся в 


точках Е и ЕР. Действительно, ДЕМ$—равнобедренный нк, 
следов., М$ = МЕ, а в таком случае Р\5 = Е, М -{ МЕ 


<Т. 1:1 этаАвивА РУз КТ: 7. Ч ТА талии ма Ра ЧТ ЧР | НЭ 
ды ру ру => 4 Урумчи п 


повторив сделанное построение, найдем еще одну лочку 
эллипса и т. д. 

Исходя из этого построення, мы могли бы эллипс рас- 
сматривать как геометрическое место гочек, одинаково 
удаленных от точки ЕР и от окружности некоторого круга, 
называемого направляющим 


Образование эллипса механическим путем. 


Рассмотрим теперь способы образовамия эллипса мех 
ническим путем. 

1-й способ—в точках Е и, (чертеж 15), являющихся 
фокусамн зллипса, закрепляют концы ини, длина которой 
равна 2а, и натягивают ивть 
концом карандаша. Двига- 
ют карандаш, оставляя нить 
все время натянутой, при 
зтом острие М карандаша 
описывает зллипс 

2-й спосо б— пост рое- м 
нне зллипса с помощью 
стержня. Вообразим пря- 
мую постоянной длины, ко- 
торая скользит свонин кон- ‚= |: > 
цамн по двум взанмно пер- 
пеиднкулярным прямым ОА Чертеж 15 
н ОВ (чертеж 16). Если в 
точке М закрепить чертящее острие, то оно при сколь- 
женин стержня опнишег эллипс 

Действительно, обозначив МВ через а в МА через Ъ, 
получаем параметрические уравнення зллипса 

х=аСозо 


у=ьЗте 
8 Элог способ построения зл- 
лнпса положен в основу ков- 


хкпиинаа дяямптиноскнага НЫ. 
ев РУ ВОТ Усов ся а 9 в "+ = р 


куля Рона 

Белн вообразим прямую АВ 
продолженной, то ие трудно 
убедиться, что при движении АВ 
любая точка М, лежащая на ее 
продолжении, также описывает 
зллипс (черт 17). 


В самом деле, из черлежа спова замечаем, что 
х =— № Со8? 
у=аЯт > 
Исключая из зтих уравнений $, мы придем к каноническому 
уравнению зллипса 
По второму способу построения зллипса скоиструнро- 
ван зллиптический циркуль Рифлера (чертеж 18), позво- 
ляющий вычерчивать зллипсы 
различных размеров по задан- 
вым осям 
3-й способ— вычерчива- 
нне зллипса механическим пу- 
гем может быть также осуще. 
ствлено при помощи так назы- 
ваемых Кардановых кру- 
гов 
Вообразим, что по внут- 
ренней стороне некоторого 
круга катится другой круг с 
днаметром вдвое меньшим 
{черт 19). п зтом движении Чертеж 17 
точки Ан ут двигаться 
по прямым АО и ОВ *) Таким образом днаметр малого 
круга будет играть роль прямой постоянной длины, 
которая скользит свонмн концамн по прямым АО 
и ОВ, подобно тому как мы имели зто выше н, следова- 
тельно, любая точка днаме- 
тра АО опишет при зтом 
движении зллипс, при зтом, 
очевидно, самый центр ма- 
лого круга будет двигаться 
по окружности 
Так как роль днаметра 
ОА может играть любой 
днаметр малого круга, то 
можно заметить, что при 
Чертеж 18 движении малого круга лю- 
бая точка его, ие лежащая 
на окружности, описывает зллипс, центром которого слу- 
жит центр большого круга 


Заметим в заключение что если плоскость скользет по 


ме с ве = че, С В - С 


другой плоскости так, что две ее точки перемещаются по 
двум взанмно перпендикулярным прямым, лежащим в другой 
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плосхости, то движение этой плоскости называют эллип- 
т ическим. Очевидио, прин этом движении любая точка 


о дааа > © д гв = ру 


подвижной плоскости описывает эллипс. 
Построение центра эллипса, его осей н насательной к нему. 


Заканчивая рассмотренне вопросов, связанных с постро- 
еннем эллипса, остановимся еще на вахожденни цен- 
тра ру начерченного зллипса и построения его 
осей. 

Для определення центра проводим в данном эллипсе 

две параллельные хорды в 

8 через точки деления зтих 

хорд пополам проводим 

прямую, которая, очевидно, 

будет днаметром, разделив 

его пополам, найдем центр 
зллипса 

Для провеления осей в 
зллипсе пользуются так 
называемыми дополин- 
тельными — хордами, 
каковымн называются хор- 
ды, выходящие из какой- 
лнбо точки зллипса к кон- 
цам его днаметра Эти хор- 
ды обладают тем свойством, 
что днаметры, параллельные 


им, оказываются сопряженныии 
Действительно, пусть ММ |АВ в ММАС (чертеж 20). 
Очевидно, прямая ММ, будучи параллельна АВ и проходя 
через середину ВС, должна пройти н через середину АС. 
Подобно Зтому прямая ММ, проходит через середину АВ, 
но это и показывает, что 
ММ, и ММ, будут ыы 
о 


женными днаметрами р 
в таком случае, если СА 

будет равен 90°, то сопря- й 
женные днаметры ММ, 

ин ММ, будут взанмно 

перпендикулярны ни, сле- С. 

ловательно, булут осями = 


Исходя из зтого, для © % 
построения осей зл- 
липса из центра О ра- г”. 
днусом, меньшим чем а, Чертеж 20 


Эялипе 


пролоь окружность, пересекающую зллиис в гочках В’ 

АвС (чертеж 21. Очевидио, А-— прямой. Проведя через 
С прямые мм, й Мм, мы получим оси даппого эллипса. 

пособы построения касательной к зллипсу в точке, 

лажащей на нем, мы отмечалн выше Для построения 
касательной к зллипсу из точки, тпежащшей 
вне его, поступаем так 

Пусть С—точка, из 
которой нужно прове- 
стн касательную к зл- 
липсу (черт 22) Про- 
водим из Р, дугу на- 
правляющего круга Из 
точки С, радиусом 
равным СР, проволни 
дугу, которая пересе- 
чет дугу направляю- 
щего круга в точках 
№ и М, Соеднияем М 
ни М; с фокусом В; и 
через точки пересече- Чертеж 21 
иня М в М, зтих пря- 
мых с зллипсом проводим прямые СМ вн СМ,, —з:о ни бу- 
дут касательные к вашему зл- 
липсу = т С Действи- 
гельно, РИ треу- 
т оваков СМ н РСМ следу- 
ет, что „/ММР разделен пря- 
мой МС пополам, но свойст- 
вом делить этот угол вопо- 
лам обладает только каса- 
Чертеж 22 тельная 


Применение эллипса 


Благодаря целому раду свойств, важнейшие из когорых 
рассыотрены нами выше, эллипс имеет ыпого применений 
в различных областях техники и науки Рассмотрим неко- 


торые вз них 
1. Эллиптические зу бча: ые холеса 


В таких механизмах, как строгательные станки. дыро- 
пробивные прессы, формовочные машины ит п, необхо- 


Зялипс 


димо бывает обеспечить нераввомерность движения ве 
домого вала во время его полного оборота при равномер- 
ном движении ведущего вала, позволяющую сделать так 
называемый рабочий ход более медленным, а холостой— 
более быстрым Это достигается при помощн эллиптн- 
ческих зубчаток Вообразим два совершенно тождест- 
венных зллипса, насаженных на валы, проходящие через вх 
правые фокусы Е в Р’, пр этом пусть будет расстоянне 
между центрами валов РЕ” = 2а (чертеж 23). 

Очевидно, при этом условин, зллипсы прн вращении 
валов будут все время касаться друг друга и точка их 
касання будет находилься всегда на прямой РЕ’, нбо бла- 
‚одаря тому, что эллипсы совершенно одинаковы и что 
лвиженне их пронсходит без скольжения (что достигается 
наличнем зубцов), сумма расстояния точкн вх касання А 
ог гочек ЕР и Р,;' будет оставаться все время равной РР’. 

Бсли теперь вообра- 
зить; что левый вал Е’ 
вращается с некоторой 
постоянной угловой ско- 
ростью ®, то движение 
его, передавансь лравому 
эллипсу, вызывает дви- ^ 
женне вала Е зтого эл- 
липса, но узловая ско- 
рость «, этого движения 
уже не будет постоянной 

Действительно, в каждый данный момент отношение 
угловых скоростей ®« В в; будет равно обратному отно- 

® 
шенню раднусов вращення в зтот моменг, т. е == 


^- - 
`` - -*. 


Чертеж 23. 


о МЕ’ 
но, очевидно, в каждый следующий момент отношение бу- 
де: уже нным, в силу чего « = ——® будет величн- 


МР’ 
ной переменной; при зтом, очевидно, нанбольшее зна- 
ченне «, получит при нанбольшем значении ЕМ в при на- 
именьшем значении МР,. Очевидно, зто положенне насту- 


плал циаеяа А соъпляадот 2 Плаь этам ВМ = 2 о ш 
ог, дм ды а"ь ЗУЕВ % 3 “< дв р Ы фа -. “я 8 2-5 “ 1 `- ‚= 
МЕ' =а--с. 
а с 
Иак = и ®. 


® 
тах а—с 


Подобно зтому ие грудно установигь, что. 


Залипс 


Итак при вращении вала Е’ с постоянной 
угловой скоростью «, вал Е будет вращаться 
с переменной угловой скоростью ох, дости- 
тающей в течение полного оборота один раз 


ас 
своего макснмум значения, равного К ®. 
а—с 
„ один раз минимум значения, равного ст «. 
а-с 
ы 2 
Обозначим отношение ман — (135) через 3, тогда 
Фтл а—с 
быстро сможем получить формулу 
И 
Ут —1 


которая выражает соотношение между ан с зллиптиче- 
ских зубчаток, позволяющих осуществить неравномерное 
движения вала Е, при котором отпошевие максимальной 
нлн мнинмальной угловых скоростей равно заданному чн- 
слу 1 


2 Патрон Леонардо да Вничн 


Для вытачивання зллиптических колес на токарных сган- 
ках употребляется патрон, изобретенный Леонардо да Вни- 
чи При помощи зтого патрона можно обтачивать данную 
вешь по эллипсу, подобно тому как в обыкновенных стан- 
ках вешь обтачивается по кругу Образование эллиптиче- 
ского движения прин помощи зтого патрона производится 
по тому же принципу, с которым мы встречались выше, 
рассматривая двнженне Кардановых кругов 


3. Эллиптическое прямило 


Выше мы видели, что при скольжения прямой посто- 
янной длины концами по двум взанмно перпендикулярным 
прямым — любая 
точка зтой пря- р. 
мой — описывает (о 


зллипс Если, на- Че 
Яо 


оолот тонах» АА 
ооорот, ТоЗку гы 


1 Е 
некоторой — пря- 2 || ] 

мой постоянной || 

длины двигать по 

зллипсу, то концы Чертеж 24 


Эланас 


этой прямой будут двигаться по прямой ОА и ОВ (черт 24). 
Это обстоятельство нспользуется в технике при устрой- 
стве так иззываемых эллиптических коромысел, 
или прямил, позволяющих движение по эллипсу пре- 
образовывать в движенне по прямой 

На практике точку М заставляют двигаться не по эл- 
липсу, а по окружности, которая имеет в точке О такую же 
кривизну как зллипс, вследствне чего точка В будет двн- 
гаться уже не по прямой, а по некоторой изогнутой лн- 
нин, но при небольших углах размаха стержия МС эта нзо- 
гмутая лииня будег мало отличаться от прямой 
4. Эллинтическое зажигазельное стекло 

Упомянем еще об эллиптическом зажигатель- 
ном стекле, изобретенном Декартом 

Если в одном из фокусов эллипса поместигь источник 
тепловых лучей, ло лучи эти, отразившись от периферин 


зллипса, соберутся в другом фокусе, благодаря свойству 
нормали зллипса составлять равные углы с фокальными 
раднусами-векторами 
Вообразим теперь лиизу, являющуюся телом вращения 
сегмента КАК,, образованного дугой зллипса ин дугой круга, 
центр которого в фокусе Е, (чертеж 25) 
редположиы, что на зллиптическую поверхность линзы 


плалал поном плплявл я 08:1 я\76ой 
зада: пулу“ парадным у чп. 


Из АММЕ имеем 
Зшф Зше, = МЕ МЕ =@- 0 --* а) виа с=-. 


Г. 


Эялипе. 


Таким образом, если иоказалель преломления стекла 
лиизы является величиной обратной зксцентриситету зл- 


верхность оин паду! перпендикулярно, онн не испытают 
вторичного преломления при выходе из лнизы в воздух в 
каждый лучь пойде!г но радиусу окружности, центр кото- 
рой в точке Е, 

В обыкновенной сферической линзе параллельные лучн 
после преломления н выхода нз лнизы пересекаются, как 
известно, ие в фокусе, а образуют около него некоторую 
поверхность („днакаусгнка“) В линзе Декарта все лучи 
пересекутся в фокусе Таким образом зта лииза могла бы 
служить ндеальным зажигательным стеклом, 
(если не считать того обстоятельства, что различным дли- 
нам волн, составляющих луч, соответствуют различные 
показатели преломления) Но, к сожалению, отшлифовать 
стекло зллиптически совершенно не представляется воз- 
можным, благодаря зтому с„лниза Декарта“ нмеет лишь 
чисто теоретический интерес 


5 Эллипс напряжения н зллипс ннерции 


В курсах механики и сопротивления матерналов встре- 
чаются понятия зллипс напряжения и зллипс 
ннерции 

Предположим, что некоторый брусок, имеющий форму 
прямоугольного параллелепн- 
педа, подвержен растяжению 
по двум взанмно перпендику- 
лярным направлениям (чертеж 
26). Если обозначить через Р‚ в 
Р, равиодействующие сил рас- 
тяження, направленных парал- 
лельно осям ох ноу, а через 
Е, в Е, площадн верхней н 
боковой граней параллелепи- 

Рх 
Б, Б, 
ными напряжениями на боковой в верхней гранях 
вел как 


{главное напряжение можно таким образом опоре 


са ооо д ыВь 


усилие, приходящееся на единицу площади). 

Определим напряжение, которое испытывает некоторое 
<ечение ММ нашего бруска, перпеидикулярное к плоскости 
чертежа и проходящее через начало, при зтом нусть угол, 


составленный перпевднкуляром к этому сеченню в осью 
Х-ов равен ф Очевидно искомое напряжение составится из 
двух слагаемых—одно из них рх-—напряженне, испытыва- 
емое сечением в направлении, параллельном осн х-ов, дру- 
гое—р,—напряженне в направлении осн у-ов, 

Нетрудно видеть, что 


Р; аР, а РСозф 


рк== = = Е = Е =@аСо5Ф, 
подобно зтому р,= ИЕ =В$т, где Р— площадь 
сечения ММ. 
Полученные формулы 
рк = а С0$ ‹ 
р=В $ 


выражают заков изменення напряжений горизонтального ни 
вертикального, нспытываемых сечением ММ, в завнсимо- 
ств от величины угла $. Графически зтог закон выра- 
жается, как это видно из полученных уравнений, эллип- 
сом с полуосямн $ и В, совпадающими с направленнями 
равводействующих горизонтальных и вертикальных свл 
расляження. 

Полное напряжение, испытываемое сечением ММ, може! 
быть выражено вектором, составляющие которого буду1 
рх и ру. 

Изменение длины зтого вектора при изменении угла 
$ будет характеризовать изменение напряження, испыты- 
ваемого сечением. Графическн зто измененне вн выра- 
жается зллипсом напряжения 

Если а-=В, то эллипс обратится в круг; вектор напря- 
жения для всякого угла ф будет сохранять одну в ту же 
величину, н следовательно, все площадн сечений будут 
нспытываль одинаковые напряжения 

Если одно из главных напряжений, например В, равно 0, 
10 растяжение будет происходить только по оси х-ов и 
зллипс вапряження обратится в прямую 

При взученни напряженного состояния тела, подверг- 
нугого растяжению по трем направленням, имеют дело с 


эпялипсглиполы шлпацалмониаа 
зим воорлжчеея 


Величниа, характеризующая ниериию тела при враще- 
ини его около некоторой оси в, называется моментом 
ннерцин {}. этого тела относительно данной оси вращения 
(чертеж 27) 
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В курсах механики доказывается, что момент ннерции 
некоторой плоской однородной фигуры относительно оси 
х ин у выражается соответственно интегралами 


и == [угах 
р 

= Г <24у 
р 


Если начало системы гочка О является центром тяжести 
данной фигуры, то осн координат называют главными цен- 
тральными осями инерции Если известны \; и },—моменты 


явав. 24 томата тив лат Не аа пятна 2^2й то зала нал Ваал гаи нана 
трат Ук льовУ тлссиыл Уи, 1 мумонЕ вв рцию 


3» относительно любой осн и, проходящей через начало, 
определяется по формуле 


= Х Соза--}, 5? х, 


как зто доказывается в курсах сопротивления матерналов; 

при этом а— угол, составляемый 

осью и с осью х-ов у 
Разделив все члены получен- } 


и 
ной формулы на Р (площадь 
пластники), будем иметь 
= Соз? аа — 
Величины и 2 ; х , 


у 
Уз ‚ называют ралнусамн Чертеж 27 
ннерциин ни обозначают Ги, гх 


н гу. При этом замечаини наша формула примет вид. 
Ги? = Гх? (06? а -|- гуз Эша. 

Отложим теперь на каждой осн от начала отрезки 
ры, р. И р›— обратно пропорциональные ралнусам ннерции, 
соответствующим зтим осям. 

К | Е 
Таким образом в =—, ж-= — и у= —, где К—не- 
Га х У 
который коэфициеит пропорциональностн. 

Подставляя эти выражения в формулу, получим урав- 

нение геометрического места, которое образуют коицы 
1 __ Соз?а , Миа ы 
а 

Фи" Рк 


Но Соз?а= Сы 
2ы* 


этих отрезков и 


Эялянпе 


у? х’ у2 
ЗП? а = -——, подставляя получаем. — -|--—- ==] 
0.3 фи? ры? 
Пользуясь произволом в выборе К, пола! аем 


КЫ—ихг,, 


при этом, очевидно, рх = гу Н ру = г», года уравнение полу- 
ченного г. м примет вид 


Как вилио, эго урзьнение эллипса, полуоси ко1000!0 


ти А я =, уче Я бы 


являются главвымн раднусамн инерции даниой пластинки 
Эллипс этот называю1 эллипсом ннерцин Эллипс 
ннерции имеег большое значение в теории сопротивления 
материалов, в частностн в вопросах об изгибании балок, 
характеризуя величины моментов инерции данной плас- 
тинки относительно различных осей, что как раз край- 
не необхолимо для установлення прочности балки, нбо 
как доказывается сопротивление взинбу у данной балки 
пропорционально моменту ннерцин ее сечення относн- 
тельно оси, проходящей через центр тяжести этого сече- 
ния н перпендикулярной к изгибающей силе 

В свлу этого обстоятельства, прочность балки при из- 
тибаини хараклеризуется эллипсом инерции сечения этой 
балки 


6 Эллиис в космическом пространсгве. 


Эллипс непосредственно осущесгвляегси в окружаю- 
щем нас космическом пространстве при движении планет 
Согласно |-му закону Кеплера, орбита планеты есгь эл- 
липс, в одном из фокусов которого нахоцится Солнце В 
частности наш земной шар нимеел орбиту в форме эллипса, 
эксцентриситет которого е = 0,017 Мерилиан земного шара 
имеет форму эллипса с эксцентриситегом е = 0,08. 


|] стплитольной поушимо пл ояяшлсх мили днопимоащют 
р о О Я ыы 
арки сводо 


ГИПЕРБОЛА 


Вывод уравнення и нсследованне формы 


Гнперболой называется геомелрическое мес- 
то точек, разность расстояний каждой из 
которых о! двух данных точек есть величн- 
на постоянная 

Для вывода уравнения гиперболы положны, что Ен 
Р,—данные точки (чертеж 38), причем ЕЁ, =, М(х, у)— 
некоторая почка гиперболы. Расстояння МЕ и МЕ, этой 
точки до данных Е в Е, назовем через гиг, з разность 
"> положим равной 2а 

Принив РР, за ось х-ов, а перпендикулир к ней, прохо- 
дящий через середину—за ось у-ов. имеем 


г= Ку: Е (<—х) и п=Иу-С-»х) 


н, так как согласно определения г, —г=2а, то 


После упрощений приходим к уравнению. 
(с — а?) Хх: — а? у: = {с Е а) а2 


Так как из ЛЕМР, следует, что 2с > 23а, то с>а и, следо- 
вательно, разность с? — а? существенно положительна, 
полагаем в силу этого с’ — а? = Ь?, тогда Ь?х? — а?у? = аз? 
ин окончательно 


Из полученного уравнения следует, что гнпербола яв- 
ляется конвой, симметричной относительно обенх коорлн. 
нат осей и относительно начала 

Решая уравнение гиперболы о'носительно у, вмеем 


а. * 
я 


а као бр м м тьма жавье Зе т лили а_ 
то у эказы- 


у=- —-ух’—-а- ‚, откуда видим, ч при Х = 
а 


вается мнимым, следовательно, кривая ие пересекается с 
осью у-ов, но у остается также мнимым для всех значений 
х, заключенных между --ан —а, таким образом в области, 
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ограниченной прямыни х=а н х= —а, гнпербола не суще- 
ствует. Наконеш из последнего уравнения видно также, 
что при неограниченном возрастаййй х, у неограниченно 
же возрастает. 

В свлу всех этих замечаний гипербола должна состоять 
из двух синметрично расположенных ветвей, уходящих в 
бесконечность. 


Основные элементы гиперболы. 


_ Дадим определения основных элементов типер- 
болы 

Точки Р и Е, называются фокусами (чертеж 28). 
Расстояние между фокусами РЁ, -=2с называют линей- 
ным эксцентрисите- 
том ` 

Осн симметрии АА, ни < 
ВВ, называют осями 
гнперболы Полаган в 
уравнении гиперболы у=0, —; [ 
находни ‚ОА=а и, следо- 
вательно, АА, =2а, при х=0 
имеем ОВ = и следова- 
гельно, ВВ, =2Ы, в силу 
этого ось АА, называют Чертеж 28 
действительной осью 
гнперболы, ч« ВВ, —мннмой, считая длину ее равной 2Ъ 

Точки Ан А, называют вершинами. 

Прямые ги г—фокальнымн раднусамн-векто 
рами 

Центр симметрин О называется центром гиперболы 

Любая прямая, проходящая через центр, называется 
днаметром гиперболы 

Отношение линейного эксцентриситета 2с к большой 
осн называется астрономическим, илн числен- 
ным эксцентриситетом гиперболы, обозначаемым 
обычно через е 

Таким образом е о = = . Перпендикуляр в фоку- 
се к действительной осн называется полупараметром 


что 


Гипербола 


Директрисами гиперболы называются прямые: 


== 
х == —. 
с 


Так как для гиперболы с`>а, то а н, следовательно, 
с 


обе директрисы не пересекают ветвей гиперболы Возь- 

мем на гиперболе некоторую точку М (х, у) (чертеж 29), 
Ё — а? 

очевндно МО = ОР — ОМ =х-— РА ыН.Ь ‚а № 
с с 


з 


сх—а 


предыдущего — МЕ =ех —а= 


Тогда 
МР а с а 
Таким образом гипербола является геометри- 
ческим местом точек, для которых отношение 
расстоянии каждой точкн от фокуса к рас- 
стоянню той же точки от соответствующей 


директрисы является постоянной величиной, 
равной эксцентриситету. 


Соноставим явное уравнение гиперболы. 


ЕЕ ь 
у мы с уравненнем прямой у Для 


одной н той же абсциссы „х“ ординаты „у“ гиперболы будет 
отличаться от ординаты „у“ прямой на величину 
Савелов Замечательные кривые `4 $ 


Гипербола 


у-у==- Уж] 
Найдем предел этой разности, заставив х—+-о 


лу — у = и = 25-2 [Иж аз — х]} = 


ь 


—а? 
== т ее 


Ухта - хз — 


Полученный результат показывает, что прн х—+оо ветви 
гиперболы неограниченно приближаются к прямым 


Ь р 
у=—х и у=——х 
а а 


В силу этого данные прямые будут ассимптотами 
гиперболы. 

Угловой коэфициент ассимптоты не зависит от длины 
осей, а только от отношения этих длин. Благодаря этому, 
данные ассимптоты будут ассимптотами всех гипербол, оси 
которых равны аК и №, где К—некоторый коэфициеит 
пропорциональностн *) 


х?2 5 у? хз уг 
ве гнперболы —---— =1 ин — — -— = —1 вазы- 
д рб аз + ьз а? ь 
ваются сопряженнымн. Очевидно, сопряженные гипер- 
болы имеют общине ассимптоты 


Основные соотношения между величинами, характерн- 
зующимн форму гиперболы 


Так как при выводе уравнения мы положили 


с? —а2= 6, 
то 
— а?-- Ьз 
и, следовательно 
с = Иа 


Полученная формула позволяет находить линейный эксцен- 
триситет гнперболы по ее осям 


*) К вазывается такие коэфициентом подобия системм подобныд 
типербоя 


=1. 


В ве 
2 БЮ 


РГиязобева 


Для определения астрономического эксцентриситета 
имеем 


так как 


И аз -- Ба, 


то е>1— астрономический эксцентриситет 
гиперболы всегда больше едниицы 


Выше мы имели _ 
г= Иуё-Р(х — с} 


в= ИЕ" 


Воэвышая этн выражения в квадрат н вычитая, полу- 
чаем 


[12 — Г2 = 4сх (1), 
но с другой стороны по определению гиперболы нмеем 
п—г= == 2а , (2) 


при этом энак „-{“ относится к точкам правой ветви гипер- 
болы, а „—" к левой 
Раэделив равенство (1) на (2), получаем 


г г = == 2ех 
Тогда, решая систему 
ри: т = = 2ех 


Аг — га -- 2а, 


находим выраження фокальных раднусов-векторов для 
правой ветви 


а н для левой в 5% 
и =ех-а в = —а—ех 


ФЗараметрическая форма уравнения гиперболы 


Решив уравнение гнперболы относительно у, получим 


у= => Ух: — а*. Если теперь положить х=а 5есё, то 

после подстановки найдем соответствующее выражение 

дляу у=ЬТеё Уравнение | ха! являются 
у=Ь ТЕ 


Гипербола 


па ра метрическимин уравненнями гиперболы, 
еометрический смысл параметра { выяснятся в даль- 
нейшем. 
Подобным обраэом можно было бы положить х==аСоз ШрЕ 
в получить у = В Зи Шрё. 
Таким обраэом уравнения 


| х =аСо$ Шрё 
у=ЬЗт ре 


являются также параметрическими уравнениями 
гиперболы. 


Уравнение гиперболы, отнесенной к ассимптотам 


Если эа осн координат принять ассимптоты гиперболы, 
то прежние координаты х в у выраэягся череэ новые х, 
н у, по формулам 

х = х, Созф-К у, Со5х 


у = — х, Зпе-ру, ЗФ 


ь | ь 
т а т =—, ЗФ = —— 
ак как $ р то пФ ИР 
[] Созф= =: й 
Уаз 5: 
Таким образом х = ©: Руда р _ (у -- х)ь 


Уз ы о И а: + 52 

подставляя эти выражения в уравненне гнперболы, получим 
з 2 

х, у! = = — н, так как аз-- Ьз = с?, то, отбросив эначки 

у переменных, получаем окончательное уравнение гипер- 

болы, огнесенной к ассимптотам в виде 


©2 
ху = — 
у 4 


п 


сли левую и правую час:т этого уравиения умножить 
на ЗЭП®, то уравнение будет выражать тот факт, что пло- 
щадь параллелограма, построенного на координатах любой 
точки гиперболы, является постоянной величиной (черт 30). 

В свлу этого гиперболу можно определить кэк г м. 
вершин раввовеликих парвллелограмов, две 
стороны каждого нэ которых лежат на двух 
пересекающихся прямых 


Раднус кривиэны 


Пллакннвая  Фльачя, д пл плана р тел, 


ззолучим формулу для определепия радпуса кривиэ 
в любой точке гиперболы. Находим предварительно 
ый диференцируя уравнение гиперболы 


; Б2х $ ы 


ау а: у: ь 


тогла имеем 


в — (У иж ау) 
у а4 4 


Полученное выражение 
для В может быть записано 
в более кампактной форме, 
после надлежащих преоб- 


разований 
Г = {гу я, 
аь 
Очевидно, Кым получим 2 


при у=0 н х=-а, что со- 

ответствует вершинам гн- 

перболы Нри воэрастанин 

„Х“-са и „У“-ка раднус кри- 

внэны неограниченно воэ- 

растает ин, следовательно, 

кривнэна гиперболы стре- Чертеж 30 
мится при этом к вулю 

Заметив, что выраженне для раднуса кривнэны в вер- 


шине гиперболы == р, можио быстро находить 


центр кривиэны в этой точке. Для этого достаточно, оче- 
видно, от точки А отложить вправо по действигельной 
оси гнперболы отрезок, равный р; конец этого отреэка ни 
будет искомым центром кривязны. Построение центра 
кривиэны для любой точки гиперболы будет рассмотрено 
дальше. 


Свойства касательной и нормали, 
Остановимся на рассмотрении ряда свойств касательной 


к гвперболе. Обоэначая координаты точки касаиня череэ 
53 
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х1 Я у:, получаем уравнение касательной в виде 


Ъ2х:, 
у 
ау 
или 
ХХ: УУ! а 1 
а? ь , 


Отметим прежде всего важное свойство касательной 
к гиперболе, аналогичяое свойству касательной к эллипсу. 
касательная к гиперболе делит пополам угол 
между фокальнымн раднусамн-векторами точ- 
ки касания. 

Доказательство этого свойства можно свести к доказа- 
тельству того, что МТ является а угла М в 


треугольнике Р.МР, т. е., что тт =Е -=м_ М®Ртеж 31). 
Замечаем, что 
ВТ =<-оТ 
[ ТЕ =с-— ОТ, 


но ОТ является абсщиссой точки пересечения касательной 
с осью „х“-ов Полагая в уравненин касательной у=0, на- 
ходим 


х = ОТ= а. 
4 Х: 
Тогда 
а а 
Т=с+-—— = -— ех, + а) 
Хх! Х! 
ы ' 3 
ТР = с— 2 = (ех—а), 
Хх! Ж 
следовательно, 
РТ. =. 2х: + а а _ [М 
БТ ех, —а ВМ. 
внтд 


Нлальл ев ГР 
кчрмаль м делит вынучулам вул сю мины 


с углом, образованным фокальными радиуса- 
ми-векторами. Эти свойства касательной и нормали к 
гяперболе дают возможность быстро стройть эги линни 
для любой точки гиперболы Получим теперь формулу 
для определення угла 1, обраэованного касательной с фо- 
кальным раднусом-вектором. Иэ АР, МЕ по формуле синуса 
половняного угла получаем 


Гипербола 
$ = ИЕ = = 


Определим далее длины перпенднкуляров ЕК н Р.К,, 
опущенных нэ фокусов на касательные 
Имеем нэ Д-ов МЕК н МЕ,К, 


ЕК -= г “ат 
Б.К: = п: Зи : 
перемножая получаем. РК.ЕР.К: = п: 51? 1 = п: > =? 


1 
Таким образом пронэведенне перпеидникуля- 
ров, опущенных нэ фокусов на касательные, 
является для данной гяперболы величиной 
постоянной, равной квадрату ее минмой полу- 
осн 


Чертеж 31 


Определим расстоянне ОК от начала до осповання пер- 
пендикуляра, опущенного нэ фокуса ва касательную 

Продолжим ЕК до точкн $ пересечения с Е.М; полу- 
чившяйся Л$МЕ.—равнобедренный и, следовательно, М$ = 
= МЕ н $К =КР, но тогда, очевидно, Р:$ = Е: М — М$ = 
=В,М — МР = 2а, а прямая ОК о средней линней 


АР:Е5 в, следовательно, ОК = = Таким об- 
разом искомое расстояние ОК окаэалось величиной посто- 
яиной, не зависящей от коорлинат точки касания Отсюла 
непосредственно следует, что основания перпендн- 
куляров, опущенных нэ фокуса на касатель- 
ные, лежат ва окружности большого осевого 
круга гиперболы 


Гипорбояа 


Этям положеннем можно воспользоваться для постро 
ения гиперболы: возьмем прямой угол и будем двигать его 
так, чтобы вершина его двигалась по окружности начер- 
ченного круга, а одна вэ стороя при этом движении все 
время проходила бы череэ некоторую постоянную точку; 
тогда другая сторона будет огибать гнперболу. 

Условие касания прямой Ах-{- Ву--С —=0 в 1пвперболы. 

2 2 
=; = 1 выражается соотношением 
а 

Аа? — В2Ъ? = С? 


Г. м, точек нэ которых ветвь гнперболы 
видна, под прямым у!лом, является окруж- 
востью с центром вначале н раднусом, рав- 
ным Иа? — Ь?. Очевидно, для равносторонней гиперболы 
при Ь = а данная окружность обратится в точку и, накояец, 
при а<Ь гнпербола ие будет ныеть перпендикулярных 
касательных 

Все эти положення докаэываются совершенно гак же, 
как это делалось в свое время для эллипса 

Определим длину нормали гиперболы: 


МУ =Уу/ т = Г Уму тя = 


у? аз 
= Ия и= РУ -)-=2 Ут 
а а а 


Воспольэовавшись этим выражением, укажем общий 
способ нахождения центра кривнэны гипер- 
болы: Иэ точки М (чертеж 32) проводим РК 1 МР, а нэ 
точки К — КС1МК Точка С будет центром кривиэяы для 
точки М данной гиперболы. 


Действительно: 
км МР 
С, во Км. 
Соз СКМР СозркМр; ТАКИМ образом 
МР м 
М 


ь Уя, К (11 р 


а ИЯ аб 


Итак МС есть радиус кривиэны н, следовательно, С есть 
центр кривиэны. 


Гипербола 
Сопряженные дизметры я их свойства, 


К поиятню сопряженных днаметров гиперболы 
мы приходям определяя г м. середян параллельяых хорл 
ее Поступая точно так же, как это мы делали решая по- 
добную эадачу для эллипса, приходим к выводу, что ис- 


комое г м. имеет уравнение: у = 


5 х, которое выра- 
жает прямую, проходящую череэ начало и, следовательно, 
является уравненнем днаметра гиперболы Таким образом 


середнны параллельных хорд лежат на одном 
иэ диаметров гиперболы, угловой коэфици.- 


тм = 


Уз 
ен которого К, = - Так как последнее соотно- 
шение совершенно симметрично относительно К и К, то, 
очевидно, середины хорд, параллельные найденному лна- 
метру, будут лежать 
на диаметре, уг- 
ловой коэфициент 


которого К = 


а2к, 

н который таким об- 
разом  параллелен 
ранее вэятым хор- 
дам 

Два днаметра 
гиперболы, каждый 
нэ которых делит Чертеж 32 
пополам хорды, па- 
раллельные другому диаметру, называются вэанмно со- 
пряженнымн 

„Угловые коэфициенты сопряженных днаметров связаны 


соотношеннем к Иэ этого соотношения видно 
что Ки К, всегда одного энака и, следовагельно, оба ди- 
аметра лежат илн в 1-й вн 3-й четвертях илн во 2-й и 4-й, 
кроме этого при увеличении К, уменьшается К и наобо- 
рот, очевидио, при этом в некоторый момент, К, окажется 
равным К, оба диаметра сольются, имея угловой коэфици- 


-— 


ь 
ет К= =, т. е. обратившись в ассимптоту 
а а 


гиперболы. В силу этого обстоятельства ассимптоту гнпер- 
болы наэывают самосопряженным днаметром 


Риззобояа 


Твк как сопряженные диаметры лежат по разные сто- 
роны от, ассимптоты, то одни иэ нях пересекает гиперболу 
в двух действительных точках, другой—в двух минмых. 

Сопряженные днаметры одной нэ сопряженных гнпер- 
бол ‘будут сопряженными в для другой, что непосредсг- 

2 


венно вытекает нэ соотношения КК, =—. 
а 


Очевидно, действительный днаметр одной иэ сопряжен- 
ных гнпербол будет минмым для другой. 


за 2 
Бели имеется семейство гипербол ве У — = 1, име- 
азАз 22 
ющих, как было уже показано, общие ассныптоты, то и 
сопряженные днаметры этнх гипербол будут общими для 
Баз | 


всего семейства, так как соотношение КК, = 


Чертеж 33 


от А не эависит. Учитывая это обстоятельсгво, мы можем 
отметить важное свойство семейства гнпербол. отреэкн 
ММ и ММ, общей хорды данного семейства 
гнпербол, эаключенные между ветвями двух 


сделанному эамечанню, и хорду ММ, откуда н будет сле- 
отреэков Гак как систему 
ассимптот можно рассматривать как частный случай семей- 
ства гипербол (когда А = 0), го, очевидно, и отреэкн МК в 
М.К, также равны между собой Таким образом отреэки 
любой прямой между гнперболой и ее ас- 
симптотами равны между собой. 
Так как касательную можно рассматривать как прямую, 


точки пересечения которой с гиперболой совпали, то 
$3 


Гипербеяла 


очевидно отреэок касательной к гнперболе, 
эаключенный между ассимптотамн, делится 
в точке касания пополам. 

Отсюда вытекает также, что касательная, про- 
веденная череэ конец одного нэ сопряжен- 
ных днаметров, будет параллельна другому 
(ибо она является одной нэ хорд семейства гипербол, череэ 
середяну которой проходит данный днаметр). 

Определим точки пересечения касательной с ассимпто- 
тами ертеж 34), решая системы 


( хх: УУ: — 1 { хх _ У у 
] аз ы } а? | 
н 
| |= 3 
У у=— —х 
| а 
Находим нэ 1-й системы ОЕ ну= - аз __ 
Ьх; — ау! Ъх, — ау, 
азЬ 
координаты точки Р, а нэ 2-й — х= ———— и = 
ы Ьх, - ау: 
а 


—координаты точки Р, 

ьх, {- ау, 

Теперь нетрудно вычислить площадь ЛРОР, по коордн- 
натам его вершин 


о о о 
а — а3Ь 
5 1 ———, 
о=-)| 5х, —ау; — Бх, Рау: вы 
Е. и 
Ьх, — ау, ь Ьх, ау; 


ЕВ азьз азьз 
2 6: х?; — аз у:, Ь? х?: — а? у? 


Таким образом окаэывается, что площадь треу- 
гольинка, образованного касательной с ас- 
сямптотамин, является для данной гиперболы 
величиной постоянной, равной площадн прямо- 
угольшика, постооениого ша ее полуссяах 

Так как треугольинк РОР, (чертеж 34) является чет- 
вертой частью параллелограма РОР,, построенного на 
сопряженных днаметрах ММ, ин ММ, то площадь этого 
параллелограма равна 4аЬ 


= 


сиворбола 


Таким образом площадь параллелограма, по- 
строенного на сопряженных днаметрах гипер- 
болы, является величиной постоянной, рав- 
ной площадн прямоугольинка, построенного 
на осях этой гиперболы 

Если точки М, М, М, и М, являющиеся середннами 
сгорон этого параллелограма, соеднинть прямыми, то по 
чисто теометрическиы соображениям следует, что полу- 
ченная фигура МММ, М, является параллелограмом, пло- 
щадь которо!о равна 2а6 Таким обраэом площадь 
параллелограма, построенного на прямых, 
проведенных череэ любую точку гиперболы 
параллельно ее ассимпгогам, имеет постоян- 
ную величину, равную 226 

Если вообраэны систему 
2 


х 
сопряженных гнпербол. = 
а 


—-=;== 1, то рассуждая со- 


вершенно так же, как это 

делалось при рассматрявании 

соответствующих свойст эл- 

липса *), мы получим соотно- 

Чертеж 34 шение: а?, — 6:2 = аз — №, где 

2а,.— длина диаметра, пересе- 

кающего основную гнперболу, а 2, — длина сопряженного 
диаметра, пересекающего сопряженную гиперболу. 

Такям образом разность квадрагов сопряжен- 

ных полуднаметров гиперболы равняется раэ- 

ности квадратов ее полуосей 


Способы построения гиперболы. 


Обратимся теперь к нэложению различных способов 
построения гиперболы 

1-й способ—основаиный на определении гиперболы 
как геометрического места точек откладываем на коор- 
дннатных осях от начала действительные и миныыше полу- 
осн дамной гиперболы (чертеж 35). 

Для нахождения фокусов припомнваем соотношение. 
с —=а2-4-Ь2, поэволяющее рассматривать с—абсписсу Фоку- 


са, как гипотенуэу прямоугольного треугольника, катеты 
которого а и Ь В силу этого ВА =<с Сделав иэ точци О 


*) Стр 32-я 
59 


Гипербела 


рдвусоы ВА эасечки на осн „х“-ов, получаем фокусы Е и 
‚; нашей гяперболы Зададимся далее пронэвольной, но 
лежашей справа от Р, точкой М на оси „х“-ов и нэ фоку- 
сов Ри Р; описываем дугн раднусамн АМ в А.М Точки 
М и М, пересечення этих дуг будут точками гиперболы. 
так как М —ЕМ =АМ —АМ = 29а Задавшись следую- 
щей точкой М, на осн „х“-ов найдем подобным обраэом 
еще пару точек гнперболы ит д 

2й способ-—построенне по параметрическим уравне- 
иням Имеем уравнения х=а$ес{4; у=ьТ#& 

Иэ уравнений непосредственно видно, что абсциссу 
можно рассматривать как гипотенузу прямоугольного тре- 
угольннка, у которого острый 
угол & а прилежащий к нему 
катет равен а; ордината же яв- 
ляется катетом прямоугольного 
треугольника с углом & и при- 
лежащим к нему катетом Ъ. 

Исходя нэ этих эамечаний, 
пронэводнм следующее постро- 
енне- откладываем на осн „х“-ов Чертеж 35 
отреэкн ОД ==а в ОВ =Ь (чер- 
теж 36), череэ точкн В и А проводим прямые, параллель- 
ные осн „Уу“-ов н, под пронэвольным углом № проводим 
луч ОЕ Тогда нэ ЛОА,А имеем. ОА, =а5ес{ =х, а нэ 
ЛОВ.В имеем ВВ, = 6 ТЕ41= у. 

Таким образом для построеняя точки гиперболы доста- 
точно сделать на осн „х”-ов эасечку раднусом, равным ОА, 
провести через точку М параллель оси „у“-ов в череэ 
В,;— параллель оси „х“-ов Точка М встречи этих паралле- 
лей н будте точкой 
гиперболы — Отло- 
жив №, получа- 
ем симметрическую 
точку $ Задаваясь 
новым углом 1, мы 
получим, пронэведя 
подобное построе- 
ине, еще пару то- 
чек ит. д 

$ Г. 3-й способ— 

построение при по- 

а Я мощн направля- 
№" ющего круга 

Опишем нэ фокуса 

Чертеж 36 Р, окружность радн- 


Типерболо 


точек гиперболы 

Из построення непосредственно вытекает, что гипер- 
болу можно рассматривать также, как гео- 
метрич. место точек, одниаково удаленных от 
данного круга н от данной точки Е, лежащей 
вне этого круга, называемого направляющям 

4-й способ -- построение гн- 
перболы по ассимптотам в одной нэ 
точек. 

Пусть М- точка гиперболы (чер- 
теж 38). Проводим череэ М пучек 
прямых н, так как по доказаниому 
выше отрезки любой прямой, заклю- 
ченные между ассимптотамн и гяпер- 
болой, | между собой, тд, откла- 
дывая А,№=АМ, В.Р =ВМ, т 
инт д, мы замечаем, что точки М, 

Зари $ иР принадлежат гнперболе. 

5-й способ — построение с помощью равновеликих 
параллелограмов 

Пусть ОХ’ и ОУ’—ассимптоты гиперболы (чертеж 39), 
а М--некоторая точка ее. 

Каждая следующая точка будет ее ЫЫ параллело- 
грама, равновеликого параллелограму ОММР 

Для вы одного яэ таких параллелограмов про- 
воднм луч ОЁ, пересекающий ММ в точке К. Проводим 
череэ К н Г парал- 
лели  ассямпто- 
там Тогда прал- 
лелограм 
будет равяовелик 
парал-му ОММР 


я, следовательно, 

вершниа его $ аи Ата 

будет точкой гн- 

перболы. р 1 
Действитель- Рай | © 

но, из подобяых 

треугольн. ОКО 8 

и ОГР имеем. Чертеж 38. 


РГипорбеяа 


оС 
—= — = —_, откуда ОР ОМ = ОС 
09 —ко ом’ °""У^ $3 
6-й способ—вычерчивание гиперболы непрерыв- 
ным движеннем прн помощи двух интей 
Закрепим в фокусах гиперболы концы двух нитей, раэ- 
ность между длинами которых равна действительной оси 
гнперболы (чертеж 40) Свяжем другне концы этнх нятей 
Еслн теперь перекинуть инти череэ острие карандаша, 
одной рукой держать концы нитей, а другой, яатянув инти, 
двигать карандаш, то острие его вычерчит при этом дви- 
жении гиперболу, так как во все время движения раэность 
МЕ, — МЕ будет оставаться постоянной 
7-й способ—построение гиперболы при помощи лн- 
нейкн в нити 


Чертеж 39 Чертеж 40 


Один конец линейки упирается в фокус Р;, ак дру- 
гому прикрепляется нить АМЕР, другой конец которой за- 
креплен в фокусе Е (чертеж 41). Раэность между длиной 
линейки в длиной инти равна 2а Если острием карандаша 
касающимся ребра линейки натянуть инть, а эатем вра- 
щать линейку около точки Р,, оставляя все время острие 
карандаша касающимся ребра лниейки, то карандаш вы- 
чертит гиперболу Действительно, эа все врема движе- 
ния раэность МЕ, — МЕ остается постоянной, равной 2а 


Построение касательных к гнперболе. 


Построение касательной к гипеоболе 
данной на ней точке сводится, как мы это уже 
видели, к построению биссектрисы угла М в ЛЕ, МЕ. 

Построение это может быть выполнено также прин по- 


мощи ассимптот следующим образом 


быпербола 


Проводим МР параллельно левой ассимптоте в от точки 
Р откладываем отрезок РМ == ОР (чертеж 42). Тогда пря- 
мая №3 будет искомой касательной к вашей гиперболе в 
данной на ней точке М. Действятельно, при этом постро- 
енин прямая № делится в точке М пополам, но этим свой- 
ством обладает касательяая 

Построение касательной к инперболе нэ 
точки, лежащей вне кривой, проиэводится следу- 
ющим образом. 

Пусть $—внешияя точка, нэ которой необходимо про- 
вестн касательную к гнперболе (чертеж 43.) Иэ точки, Е, 
проводим окружность раднусом 2а, а нэ даниой точкя $— 


окружность раднусом $5Е Точку М пересечения этих ок- 


Чертеж 41 Чертеж 42 


ружностей соединяем с Е. Череэ данную точку $ прово- 
днм прямую $М.1 МЕ; эта прямая и будет искомой каса- 
тельной. 

Действительно так как ММ = МЕР (что следуе! нэ того, 
что АЛММЕ—равнобедренный), то МР, —ММ=2а=МЕ,—МЕ 
н, следовательно, точка М действительно лежит на гипер- 

боле Со другой стороны, 


.. МР является биссектрн- 
сой углав М Л ММЕ; это 
к: н показывает оконча- 
у м.) ТЕЛЬМО, ЧЗГО эм лБЛЯСГ- 

. с РЕЗ заводит ся касательной. 
= Так как аналогичное 
Я построение можно поо- 
| вести для второй точки 
> М пересечения окруж- 
ностей, то получится еще 

Чертеж 43 одна касательная ЗМ, 
5% 


Равносторонняя гипербола. 


Остановямся 0с0бо ва одном частном случае—на так на- 
эываемой равносторонней та перооле. 
Уравненяе ее получим полагая 6 =а в общем уравне- 


нин гиперболы. 


ха уг 1 

ети 
или 

хз — у? = аз . 


Все свойства. которые были показаны для раэносто- 
ронней гиперболы, будут, очевидно, справедливы и для 
равносторонней, но наряду с этнм равносторонняя гипер- 
бола будет обладать некоторыми особенностями. 

Заметим прежде всего, что астрономический эксцентрни- 


ситег равносторонией гиперболы е = Уз == =У2. 


Уравнеиня ассимптот для равносторонней гиперболы 
принимают вид: 


а 
у = = = нлн у=-х, 


откуда видио, что ассимптоты являются бнссектрисами 
координатных углов н оказываются, таким обраэом, вэа- 
нмно перпендикулярным и. 

Уравнение равиосторонней гиперболы, отнесенное к 
ассимптотам, имеет вид: 


ху = 


аз 
р] ® 

Очевидно, аналогично общему случаю, равностороннюю 
гиперболу можно рассматривать как геометрическое место 
вершии равновеликих прямоугольников, две сторовы ко- 
торых лежат на ассимптотах. 

Нетрудно убедиться, что длина пормали в лю- 


бой точке равносторонней гнперболы равна 
раднусу. вектору этой точки. 


ту 


'Действительно: 
М=УИГЕУ У 14+ = жа у = г, 


Это соотношение поэволяет быстро стронть нормаль, а, 
следовательно, и касательную в любой точке равносторон- 
ней гиперболы 


Савелов Замечательные кривые “5 65 


Ринербата 


Определяя длину подкасательной и касательной для 
любой точки равносторонней гиперболы, отнесенной к ас- 
симптотам, заметим, что длина подкасательной 
$т равна |х!-абсциссе точки касания, взятой 
по абсолютной величние, а касательная Т рав- 
на г-раднус-вектору точкн касання, 

Этнмн соотношеннямн также удобно пользоваться при 
п троеНие касательной и нормали к равносторонней гнпер- 

оле. 

Выражение для радиуса кривнэны равносторон- 
ней гиперболы примет вид 


в= (2 ха -- а* уз)ь 
аз 


в= У, 


ли 


так как. х2-- у? =12, то получен- 
ному выраженню можно при- 
дать более простой вид: 


ы 


= —= 
аз 
Бёли гипербола отнесена к 
ассимптотам, то а? можно заме- 
инть череэ 2ху и, так как 
х=гСозф н у=еЗшф, где ф— 
полярный угол, то 
ЕЕ МИР 
Чертеж 44 92$ 


Исходя иэ этого, можио дать следующий способ по- 
<строення центра кривиэны равносторонней гипер- 
болы в точке М. Проводим радиус-вектор ОМ (черт. 44) и 
нэ М делаем на осин „х“-ов засечку раднусом МТ =оОМ, 
тогда МТ будет касательной, как это мы видели выше. 


Поовалим лоалее вобмаль в через начало пооволим ОК! ОМ. 
роводим далее воры и. несе вачана поовоаимы С, 


тогда МК будет раднусом кривиэны.в точке М. 


Действительно МК=—— 1 = = 
ЗпМКО З@хомМтТ 
г г 


К. 


т (180—29) — 512% = 


Гизербела 


Для нахождения центра кривиэны откладываем по 
нормали в сторону вогнутостн кривой отрезок МС = МК. 
Тогда точка С—щцейтр кривиэны данной гиперболы в точке М. 

Заметим в эаключение, что подобно тому, как тригоно- 
ми функиив выражаются отреэкамн МР, ОР, АТ 
и ВК в круге с раднусом, раввым единице (чертеж 44), так 
соответственные отреэкн, отнесенные к равносторонней 
гиперболе 

х: — у? =1 


выражают гнперболические функции 

И так же, как аргумент тригонометрических функций 
можно рассматривать как удвоенную площадь кругового 
сектора ОМА (чертеж 45), так аргументом гнперболиче- 
ских функций является удвоенная площадь гиперболиче- 
‹кого сектора ОМА (чертеж 46) 


[2 я 
м Г] 22 
Г Я 
р/ 1 
#\ >? 
Чертеж 45 Чертеж 46 
МР = Зт4, ОР = Соз4 МР = $1 Шрё; ОР = Соз Шрё 
АТ =ТЕ; ВК =свь АТ = Те Шр{; ВК = Сшшрь 
где {—удвоенная площадь | где {— удвоенная площадь 
сектора ОМА сектора ОМА 


Если определить площадь, эаключенную между дугой 
гнперболы ху =1, осью „х“-ов и ординатами х={ в х=хь, 


‚& 
х 


то получим о= = 1х, 
И 


Как видно, площадь эта выражается натуральным лога- 
рифмом. В снлу этого натуральные логаряфмы называются 
также гнперболическими 
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Гипербова 
Применения гиперболы. 


1. Обларть влияния железнодорожной стан- 
ции. 


С гиперболой можно встретиться в вопросе определе- 
ния так называемой области влияния желеэпнодорожных 
станций. 

Предположнм, что на линин ж д. расположена станция 
А, а на расстояннн @ км от нее—город В (чертеж 47). 
Груэы нэ пунктов, прилегающих к линин ж. д, могут на- 
правляться в город илн непосредственно гужом нлн—гу- 
жом до ст. А, а эатем по ж д, до города 

Пусть стонмость перевоэки одной тонны груза гужом 
равна а, а по ж. д —Ъ эа каждый квлометр. Положим, что 


&)м 


Чертеж 47 


некоторый пункт М№ расположен в гкм от города В ив 
п км от станции А. 

Очевидно, стоимость провоэа одной тонны гужом нэ 
пункта М в город В равна аг, а стоимость провоэа той же 
тонны до города через стаицию А, т е сначала гужом, а 
затем по ж. д., равна аг, -- БА 

Отсюда ясно, что если аг <аг -Ъ4, то груэ выгоднее 
везти гужомы, если же аг > ап -|- 4, то выгоднее отпра- 
внть его череэ ст. А. Но, очевидно, могут существовать 
пункты, для которых 


ь] 
1 
Это—пункты, лежашие ва линин беэразличия, отделяю- 


щей район, тяготеющий в транспортном отношении кст А. 
И так как вэ соотношения (1) следует 


ря в ва 
аг = ог: --- 54 


—. 
> 


Гипербола 


то линней, ограничивающей область влияния станции, яв- 
ляется гнпербола. 


2 Иэотермическая кривая 


Днаграмма мощности. Целый ряд зависимостей, 
рассматриваемых в фиэнке н техинке, графически выра- 
жается гнперболой. 

Так, например, правая ветвь равиосторонней гиперболы, 
отнесенной к ассимптотам, является графиком эависнмостн 
между объемом у газа 
н давленнем его р при 
пост. & (эакон Бойля— 
Марнотта ру= сопз 
нэометрическая крни- 
вая). 

Кривая расширения 
пара в цилиндре паро- 
вой машины является 
также равносторонией 
гнперболой. Нужно эа- 
метить, что пар по- 
дается в цилиндр ие 
в течение всего хода 
поршня, а после неко- 
торого продвижения Чертеж 48. 
его „отсекается“ В 
реэультате этого давление пара на поршие с момента от- 
сечки начинает уменьшаться, нбо объем, эзаполияемый ним, 
увеличивается благодаря дальнейшему продвижению пор- 
шия 

Пусть в момент отсечки давление на поршень равня- 
лось ре, а расстояние, пройденное поршнем до отсечки, 
было ж (чертеж 48) Тогда, считая раднус цилиидра рав- 
ным г, эаметим, что объем, эанимаемый паром в момент 
отсечки, равей я хо, Через иекоторое вреыя после отсечки 
поршень продвинется вперед, объем, эанимаемый паром, 
увеличится в будет равен хгх 

Если обоэначить давление пара в некоторый следующий 
за отсечкой момент череэ р, то согласно эакона Б. М. 
получаем р ро = ^!х, яг2х, откуда рх— ро Хо = с0п3{. 

Графически этот процесс нэображается таким обраэом 
на оси „Уу“-ов откладывается отреэок ОВ = р»— давлению 


Гопорбола 


в момент отсечки, а по оси „х“— отрезок ОО = х и ОР= 
длине цилиндра. Тогда точка М (хо ро) будет первой точкой 
гиие ы. 
остроение других точек можно провестн по одному 
нэ способов, указанных выше. 
Площадь фигуры ММРФ геометрически характериэует 
величину работы, пронэведенной паром эа время одного 
хода поршия, н называется дваграммой мощности. 


3. Гипербола в областн фиэнки. 


Рассмотрим одно явление нэ области физики, в котором 
нам опять-таки придется встретиться с гиперболой. 

Вообраэнм две блиэкне друг 
к другу параллельные пластинки, 
погруженные в жидкость. Вслед- 
ствин  капиллярностн уровень 
жидкости ‚ между этими плас- 
тинками будет выше уровия 
жидкости в сосуде. Из фиэнки 
известно, что высота В подъема 
жидкости будет обратно про- 
порциональна расстоянию 4 меж- 
ду этими пластинками и прямо 
пропорциональна — некоторому 
коэфициенту „с“, эависящему от 
поверхностного натяжения дан- 
ной жидкости н ее плотности. 


Чертеж 49 Таким образом в=- : 


Представим себе, что в некоторую жидкость перпенди- 
кулярно к ее поверхности погружены пластники, обраэу- 
ющие между собой двугранный угол ф (чертеж 49) Вы- 
сота поднятия различных точек поверхности жидкости, за- 
ключенной между этими пластинками, будет различна, ибо 
& будет зависеть от места нахождения каждой точки этой 
поверхности. 

Поставим себе эадачу определить вид кривой, по ко- 
торой рассекается поднявшаяся поверхность жидкости 
между пластниками плоскостью ХОУ, являющейся биссек- 
трисой двугранного угла $. Пусть М(х, у) некоторая точка 


этой кривой Очевидно, согласно формулы В =-°, полу- 


чим у= 
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с ВЕ: $ 
‚ во ММ, =2х Тр ——, как это следует из 
мм, ' ыаЕ: 


Гипербела 


АСММь, тогда у = ———, вли ху = соп$4. 


Полученное уравнение показывает, что искомая кривая 
является гниперболой. 


Семейство сопряженных 
гнпербол можно наблюдать 
при явленнн нитерферен- 
ции в стеклянной пластнике, 
подверженной давлению (чер- 
теж 50). 


В космическом простран- 
стве гипербола осуществляет- 
ся непосредственно как тра- Чертеж 50 
екторня некоторых комет в метеоритов. 


ПАРАБОЛА. 


Вывод уравнения и нсследованне формы. 


Парабола является геометрическим местом точек, каж- 
дая нэ которых одинаково удалена от данной точки и от 
данной прямой. 

Пусть Р—данная точка. 

ОБ, д,нная прямая (чертеж 51) Опускаем иэ Е пер- 
пенднкуля_ на ОО, длину его ЕК полагаем равной р 

р Прямую КЕ принимаем эа ось „х“-ов 
а перпендикуляр к ней, проходящий 
через середниу ЕК, эа ось „у“-ов. 

Пусть точка М (х, у) принадлежит 
параболе. 

Согласно определения параболы 
имеем 


Х МЕ=МР вли и (+= ХР; 


после упрощений получаем уз =2рх 
это н есть простейшее уравненне пара- 
болы. 
Иэ уравнения отчетливо видно, что 
кривая симметрична осн „х“-ов. При 
Чертеж 51. неограниченном воэрастанин „х“-са „у“ 
также неограниченно растет, таким об- 
раэом ветви кривой уходят в бесконечность. 
Отрицательных значений „х“ принимать не может, ибо 
при этом „у“ становится миимым, следовательно, вся крн- 
вая лежит справа от осн *). 


Основные элементы параболы. 


Ось симметрии наэывается осью параболы 

Точка О—вершнна параболы. 

Точка Е-фокус параболы. 

Хорда М, М,» проходящая череэ фокус перпендикулярно 
к оси, называется фокальной хордой. 


*) Предполагается, что р> 0 
32 


Пзрабола 


Длина фокальной хорды, как легко убедиться, равна 2р 

Величниу р называют параметром параболы. С гео- 
метрической точки эрения параметр является фокальной 
ординатой параболы. 

Прямая МВ, соединяющая любую точку параболы с ее 
фокусом, называется фокальным раднусом-векто- 
ром, обоэначаемым череэ г. 


Очевидно г= МЕ = МР =х-- = ‚ 


Заметим наконец, что эксцентриситет параболы 
равен едннице. Оправдание этого положення будет 
лано инже при выяснении общих свойств конических се. 
чений 

В отличие от эллипса и гиперболы, парабола ве имеет 
центра. Но параболу можно рассматривать как предельную 
форму эллипса, большая ось которого неограниченно воэ- 
растает и, следовательно, центр в один вэ фокусов ко- 
торого удаляется в бесконечность. При таком понимании 
можно заметить, что центр и один нэ фокусов 
параболы лежат в бесконечности 


Свойства касательной к параболе. 


Обратимся к нэучению многих свойств параболы н оста- 
новнмся прежде всего на свойствах ее касательной. Так 
как диференцируя уравнение параболы получаем у’= р. 
то уравненне касательной в некоторой точке 
М (хи, У.) приинмает вид 


у— у = -Р (х — ха) 
У 


Если угол, составляемый касательной с осью „х“-ов, 
ваэвать а, то Теа= 2 и, следовательно, прн у—+сов—+0, 


таким обраэом, касательная в точке М по мере удаления 
последней от вершины параболы стремится стать 
параллельной оси „х“-ов В этом одно иэ отличий 
параболы от гнперболы, у которой касательная стремится 


совпасть с ассимптотой Если провести касательные в кой- 


цах фокальной хорды М, (5. р) и м, (>. р) ‚ то 


Теа ===1 и, следовательно, а; = 45° а; = 135°, откуда 
3 


следует, что касательные к параболе, прове- 
денные в концах фокальной хорды, вэанмно 
перпендикулярны. 

Определяя подкасательную и подинормаль параболы 
получаем 


Таким образом оказывается, что подкасательная 
параболы равна удвоенной абсциссе точки 
касания, а поднормаль параболы является 
величиной постоянной, равной ее параметру. 

Обонми этими положениямн можно пользоваться при 
построеиин касательной н пормали к параболе 

Теперь удобно покаэать главное свойство касательной 
к параболе касательная к параболе составляет 
равные углы с фокальным раднусом-векто- 
ром и лучом, ре сВНаы череэ точку каса- 
ння параллельно оси „х“-ов 

Действительно нэ ЛМРТ (чертеж 52) имеем 


МЕ=х+ у 


ТЕ=То--ОЕР= ТА+ог= Г +ов= ХЕ 


Таким образом Л МЕТ —равнобедренный и следовательно 
5 МТЕ = „МЕТ, откуда непосредственно вытекает: 
РМТ = хЕМТ. 

Луч МР можно рассматривать как фокальный раднус- 
вектор, уходящий к фокусу параболы, лежашему в беско- 
нечностн При этом условии только 
что полученное свойство окаэывается 


вполие аналогичным соответствую- ем 2). 
шем; ‚ свойс т ву касат тельной 1 к эллипсу. + 
ормаль к параболе будет соста- ы АЮ- ь 

влять равные углы с фокальным радн- ЯМ 
усом-вектором и продолжением в 
обратную сторону луча МР Е 

Покажем далее, что основания 
перпенднкуляров, опущен. “ 
ных нэ фокуса на касатель- Чертеж 52 
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Пзрабояг 


ные, лежат на касательной в вершине пара- 
болы. 


Оплуствы шо @ побпомлиил 
92 у 


мух 1 та > а > м пп. 


\ 
92 * р 


р ; 
должим его до пересечения с директрисой. Тогда по свой- 
ству касательной 


но с другой стороны 
РО = ОБР, 


а следует, что ОС является средней линней в тр-ке 
ОРР ит к. РО 1 0Х, то вн СО 1 ОХ, следовательно, ОС 
действительно является касательной, и высказанное поло- 
жение так. обр докаэано. 

Здесь опять можно установить интересную аналогию с 
эллипсом основания перпендикуляров, опущенных нэ фо- 
кусов на касательные к эллипсу, лежат ва окружности 
круга, описанного около этого эллипса; для бесконечно 
вытянутого эллипса эта окружность обращается в прямую, 
касательную к вершине. 

Совершенно подобно этому направляющий круг 
эллипса обращается в директрису параболы 

Вслн прямая у = Кх-НЪ касается параболы уз = 2рх. то 
коэф-ты н свободные члены в уравнениях данной прямой, 
н касательной к параболе должиы быть пропорциональны, 
т. е. 

1 К ь 


У р р 
откуда в получаем соотношение 25К =р, являющееся 


условнем того, что данная прямая касается 
параболы. 


польэовавшись этим условнем, определим г м. точек, 
нэ которых парабола видна под прямым углом. 

Пусть х н у—координаты некоторой точки искомого 
геом места. Уравнение прямой, проходящей череэ точку 
(х, у), примет вид: в в 

у— у=К(-—х) 
или 
у=кх-+у-— Кх 
и так как эта прямая должна касаться параболы, то свгласно 
уния я получаем 2(у—Ккх) К=р или 2х — 
то ИЯ даст два значення для К соответственно 
двум касательным, которые можно провести к параболе 
из точки (х у), в так как по условию этн касательные должны 


1$ 


Парэбола 


быть перпендикулярны, то К К. =—1, но по свойству 


корней кв. уравнения К, К. = ее 
2х 
Р = Р 
Т. о — = —]| откуда х= — — 
ох уд о 


Итак геометр место точек, иэ которых па- 
рабола видна под прямым углом, является 
директрисой этой параболы 


Раднус кривизны параболы. Эволюта. 
Определяя раднус кривнэны параболы получаем. 


зу з\% 2 2 рзуь 
к УМ (1+, РЕ 5 1 
у" и У — 

Иэ полученного выражения видно, что по мере удале- 
ния от вершины раднус кривизны ‘параболы неограниченно 
воэрастает, в самой же вершние при у = 0 получаем 
® =р, т. о. раднус кривиэны в вершине пара- 
болы равен ее параметру. (фокальной хорде). 

Так как пормаль к параболе 


м=УИГЕУт-Уу/ 1+ = ИУ, 


то выражению радиуса кривнэны можно придать более 
компактный вид 


Покажем, что раднус кривиэны параболы ра- 
вен удвоенному отреэку нормали, считаемо- 
му от точки касания до точки пересечения 
продол жения нормали с директрисой. 

Для докаэательства этого поло- 
жения улобно пониять лиректрису 


< | 
} параболы за ось „х”-ов. а ось сим: 
\ № / метрин—за ось „у“-во При этом ус- 
ловин уравнение параболы примет 
| Им, ВИД: 
+9 к 2—2 -) 
жа в» -Р 
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Параболэ 
или 


Очевидно тогда 


и, следовательно 


№М=мМК=уи!- у = ›И'+== и” 
м 


То ее на 
В =2МК = 2М. 

Это соотношение дает весьма простой способ нахож- 
девия центра кривиэны для любой точки параболы. Дос- 
таточио продолжить нормаль в данной точке до пересече- 
ния ее с дирек трея н отложить отреэок МС =2МК 
мер. 53); точка С и будет некомым центром кривнэны. 

оордннаты центра кривиэны параболы 


у (1 У» =*-[2('+#) рн 


ини) 8-Е 


Система уравнений 


| $ =3Зх р 


2х \*, 

‚-) 
р 

выражает в параметрической форме уравнение эволюты 
параболы, являющейся полукубической параболой, 
миа исследовании формы которой мы остановимся в даль- 
нейшем 
Свойства пормалей параболы. 


Докажем еще некоторые свойства пормалей, проведен- 
ных к параболе нэ некоторой точкн А (а, 5) лежащей вне ее 


п 


Парабояла 


Уравнение пормали к параболе в точке М (хь, у!) имеет 
ВИД 
Ао ди” УХ 
у 91 — ^ ли 
р 
Очевидно, точку М (хи, У, ) можно считать концом нормали. 
Бсли р проходит череэ точку А (а, Б), то коор- 
динаты (а, Ъ) удовлетворяют уравнению нормали 


Б— у = (а — хн), 
р 


но так как точка М лежит на параболе, то у:? = 2рх.. 


УЗ. ыы. УТ 
 ъщал чим у. 


5-у=- ея) 


у1? = 2рх, (1) 


мы получим 2 пары кормей, соответствующих 2-м точкам 
параболы, череэ которые пройдут две нормали, проведен- 
ные к параболе нэ точки А (а, Ь). 

Но решая систему (1), мы, если считать х, ну, велн- 
чннамн переменными, определяем точкн пересечения па- 


раболы у: = 2рх, н кривой Б — у, = 6 —х) 
Таким обраэом, концы нормалей лежат на кривой 
Бу =- (аж) 
р 


или 
ху: + (р—а)у: —рь =0 

Последнее уравнение является у-нием так называемой 
гиперболы Аполлония. 

Итак. концы нормалей, проведенных к пара- 
боле нэ точки, лежащей вне ее, находятся на 
гилерболе. 

Но коицы нормалей будут также лежать на кривой 


р м 
№ (р—2)х—5у=0, 
уравненне которой получится, если в уравнении гиперболы 
2 
Аполлония эаменить р череэ > ‚ что следует нэ у-ния 
х 


данной параболы 
зв 


Зерзбола 


Последняя кривая является параболой с осью перпенди- 
кулярной к оси нашей параболы 


злмвьа ть лольье — Поьааатне ча ьлл м # 


камн пересечения параболы 


1 РТР 
эоллг 


х2+(р—а)х— Р-у=о 


и данной параболы уз = 2рх 
Складывая эти уравнения, получим 


ху ах у=0, 


которое выражает окружность, проходящую череэ вершину 
данной параболы 

Таким образом, коицы пормалей, проведенных 
к параболе нэ точки, лежащей вне ее, лежат 
на окружности, проходящей череэ вершниу 
этой параболы 

Последнее предложение нэвестно под наэваннем тео- 
ремы Иоахимсталя 


Диаметры параболы. 


Днаметром параболы наэывается любая прямая, 
параллельная оси этой параболы 

Можно быстро убедиться, что днаметр параболы являе- 
тся геом местом середин параллельных хорд этой параболы. 

Действительно пусть у =Кх -- с уравнение параллель- 
зых хорд 

Решая его совместно с у-ннем параболы, желая найти 
координаты концов хорды, мы получим после подстановки 


р 2рс 
2—2 — = =0 
у к у к 


Откуда, на оспованнн свойств корней кв у-иня, имеем 
У, = ‚ таким обраэом ордината середины любой 
хорды у = ие 

у = к" 

Иэ этого видио. что орлината середины хорлы не за- 
висит от С и является таким образом для всех хорд вели» 
чиной постоянной. 

Отсюда следует, что г. м середин параллельных хорд 
параболы является прямой, пзраллельной оси этой параболы. 

ъ 
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Очевидно, уравнение этой прямой: уе 


Эту прямую вн наэывают днаметром параболы 
Сорежеиным хордам с угловым коэфициен- 
том 

При К= осо получаем уравнение днаметра у=0, дна- 
метр в этом случае совпадает с осью параболы, таким 
образом, ось параболы является диаметром ее, 
перпендикулярным к сбпряженным ему хор- 
дам. 

Череэ точку (х:, у,) на параболе проведем к ней каса- 
тельную и днаметр. 

Очевидно, уравненне касательной 


у—у, = -Р (х— хи) 
У 


н уравнение диаметра: у=у! 

Ю так как общее уравнение днаметра параболы имеет 
вид у-= — ‚ То для нашего случая к =у, ‚ откуда 
к=-Р. 

у! 


Таким образом, касательная к параболе, про- 
х одящая череэ конец диаметра этой парабо- 
лы, будет параллельна хордам, сопряженным 
данному днаметру. 

Это свойство совершенно аналогично соответствующе- 
му свойству эллипса. 


Площадь, длина дугн, объем тела вращения и т. п. 
Площадь, ограниченная дугой 


параболы, ее осью и некоторой 
и ыы ординатой, выраэнтся следующим 


А 4 образом 


х, 
и= [Ух ак = т Зрх, = 


д я $ 
| НЕ 
. —=3 Х: У 


Чертеж 54 Таким образом, оказывается, что 
20 


Парэболо 


искомая площадь составляет ?/‚ площади прямоугольинка, 
У которого освованне является абсциссой, а высота орди- 
натой точки М. Можно сказать также, что дуга пара- 
болы делит площадь прямоугольника на две 
части, нэ которых одна в два раэа больше 
другой (черт. 54). 

Остановимся на рассмотренни одного свойства парабо- 
лы, применяемого для приближенного вычисления 
площадей. 

Определим площадь ограниченную параболой у == ах?-|- 


ых с. 
н ординатами ее 
х=0 | х= 2%. 
Имеем: 


р. 
и= ах +9 4х= - авз ++ 22 + 2сь 


Выраэнм коэзфициенты а, Бис чере уо, у, и у. ор- 
динаты; соответствующие абсциссам 0, Ви 2. 
Имеем: 


с = Уо с = Уо 
—2у,+ 
ас =, а= Е 
откуда: 
4авз -- 261 с = уз ь— 4У1 — Уз — Зуо 
2 


Тогда, после подстановки и упрощений, получим выра- 
жение для нашей площади’ 


ОЕ бе 4и у) 


Подобное выражение для площадн параболы получится 
и в том случае, когда начальная ордината не булет сов- 
падать с осью у» ибо всегда можно, сделав параллель- 
ный перенос оси у, свести дело к рассмотренному случаю, 
а в результате такого переноса ве изменнтся ни сама 
площадь, ин ординаты У+, уги Уз. 


Савелое Зомечательные кризые 96. эт 
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Чертеж 55 


Предположим теперь, что нам необходимо определить 
площадь фигуры ограниченной некоторой кривой Мо М» 
оСЬЮ Хо И ордннатами уо и узо (черт. 55). 

Раэобъем нитервал Ро Рам на 2п равных частей и в точ- 
ках деления проведем ординаты у, , Уз,-..-.... Узел. 

„Пусть длина олной части равна В. Будем считать те- 
перь нашу площадь состоящей, нэ площадей, ограниченных 
дугами Мо М;з, М; М, ит. д. 

Если каждая нэ этих дуг является дугой параболы, то мы 
‹можем совершенно точно подсчитать искомую площадь, 
как сумму площадей ее отдельных частей, каждая иэ ко- 
торых определяется по выше полученной формуле пло- 
щадн параболы. Таким образом, вся искомая площадь- 


= т (учу, Вуз) (учу Нуд-. О-2-Н4у— КУ] 


Бели же дуги нашей кривой не являются дугами пара- 
Фболы, то полученное выражение даст лишь приближенное 
выраженне площади, которое будет тем точней, чем на 
большое число частей раэделен интервал Ро Ро. 

Таким Е полученная формула, носящая наэвание 
формулы Симпсона, может быть использована для прн- 
ближенного вычисления площадей, при этом можно ни не 
энать самого уравнения кривой, достаточно еслн кривая будет 
эадана графически илн эвачениями ординат у у,, Уд. Угя 

Очевидно, сущность применения формулы 
Симпсона состоит в эамене дугн любой крн- 
вой — дугой параболы. 

Объем параболонда вращения—тела полученного 
от вращення параболы вокруг ее оси выражается следую- 
шим образом. 

1 
У= 20 |) хах = прх!? = : ту? х, 
© 
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Таким образом объем параболонда равен половине 
объема цилиндра, имеющего высоту равную 
абсциссе, а радиус основання—равный орди- 
нате точки М (х,, У) параболы. 

Следовательно, еслн площадь сечення параболонда, со- 
ответствующую абсциссе х,, обоэначить через $, а самое 
абсциссу через Н, то объем параболонда определится по 


формуле М= > $Н. 


Объем \У усеченного параболонда СЕРО чер. 
теж 56) можно рассматривать как раэность объемов \, и 
У, двух полных параболондлов ООР н ОСЕ. Таким образом 


у З+0В Е нх 


Еслн обоэначить высоту АВ данного усеченного пара- 
болонда череэ Н, ОА череэ В, то ОВ будет равно В--Н 

Площадь $, сечення А будет равна 2р”В, площадь $; 
сечения В равна 2р= (Н-НВ). 

Тогда искомый объем 


у — 2 (НЫ) (НЮ) — 20 В _ 
= т = 


= (Н-4-2НВ)р"=2р (= +ь)н. 


Но 2р (++) есть площадь $ среднего сечения 


нашего параболонда 

Тогда для объема усечен- 
ного параболонда получаем 
простую формулу 


У\У=5$.Н. 
Таким обраэом объем 
усеченного параболо- Чертеж 56 


нда равен пронэведе- 
нию площади его среднего сечения на высоту. 
Формулой этой особенно часто пользуются в лесном 
деле при определении объема ствола деревьев. 
Прин определеннн длниы дуги параболы удобнее, 


пла ШольЙй шитогпипалоовия эалать Фо \пасмоных о оОшлпо- 
де чае бе рр сееяь 58 > 3%  уреечех > ед х. 


ха = ру. 
Тогда длина дуги $, считаемая от вершины параболы 
до некоторой точки М (хи, У,), выраэнтся по формуле. 
83 


павобояь 
$ = Г Хх рз ах — _Х!. у э-рЕ---Р ХАНУ хя -р: 
Ру 2р 2 р 


Центр тяжеств полусегмента ОМР (чертеж 52} 
параболы. имеет координаты {== м в = цу. 


Центр тяжести параболоида, происходящего ог 
вращення полусегмента ОМР, имеет координаты 


2 
= — =0 
ё ит 


Момент ннерции сегмента МОМ, параболы отно- 
сительно осн х-ов №= 18 х, у!3, а отвосительно оси 


4 
у-ов ° у =: Ха Уз. 
Способы построения параболы. 


1-й способ Пусть ОБ, —днректриса н В— фокус пара- 
болы (чертеж 57). Откладываем от начала пронэвольный 
отрезок ОМ и проводим череэ точку № прямую, парал- 
лельную оси „Уу“+ов. 

Иэ фокуса раднусом ЕМ = КМ за- 
секаем на этой прямой две точки 
М в М.. Очевидно, эти точкн принад- 
лежат параболе, нбо каждая нэ инх 
одинаково удалена от фокуса вн от 
директрисы. 

Задавшись вторым пронэвольным 
отрезком ОМ, получим еще пару то- 
чек, и т. д. 


2-й способ. Иэ уравнения пара- 


болы у2=2 рх следует .2Р. — У таким 
У х 


Чертеж 57. 


обраэом орднната любой точки пара- 
болы является средней пропорциональной между 2р и абс- 
цисеой этой точки. 

Иеходя иэ этого, проводим следующее построение от- 
кладываем ОА =2р и ОМ =х (чертеж 58), строим на АМ 
как ва диаметре окружность. Тогда или 


ОВ ом 


Парофме 


=“. следовательно ОВ =у. Итак ОВ — ордината, 
соответствующая абсциссе ОМ, остается перенести ее па- 
раллельно самой себе на перпендикуляр, восстановленный 
к оси х-ов точке М. 

Задаваясь новой абсииссой ОМ‚, найдем подобным по- 
строением точку М, ит. д 

3-й способ. Построение параболы по данной точке 
М, (хь у!) ва ней и касательной ОХ в вершние произэво- 
дится следующни обраэом . делим 

РниРМ на одинаковое число 

равных частей (чертеж 59), про- 
водним лучн 01, 02, ОЗ.. ит. д 
н параллели к осн 1М,, 2М,. ЗМ, . 
н т. д., тогда точкн пересечения 
лучей в параллелей ин будут 
точками параболы. 

Действительно, — уравненне 
параболы, проходящей через точ- 
ку (хь, У), У которой ось совпа- 
дает с осью у-ов, имеет вид 

х2 
=: 
1 

Нетрудно показать, что координаты любой нэ точек 
М,, М, ит д удовлетворяют этому уравнению. Покажем 
это для точки М, (х, у:) Иэ подобия треугольников ОМ,М 


ММ _ ОМ 
н ОСР имеем СР — ОР 
Уз Хз НО Х.=хХ, <, , 
чь ЕО сваю м 
ее СР х и СР=уа; 3% бк 
= 


ЖЕ 
Хх 


(у) 
Чел д пом пл льна. полдень раем к ел 
иде <—поскогорый козфицисит, в па- и 
шем случае а«-=3/.) Подставляя в 
пропорцию, получим с ый 
у у ==хз Хх | 
Хх: 7) р 
Хх. из 


хткула* У: = у 
: ' Жи? Чертеж 59. 
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Таким образом, действительно. точка М, лежит на пара- 
боле, нбо координаты ее удовлетворяют уравнению этой 
параболы, записанному нами в начале доказательства. 

4-й способ. Парабола может быть построена как 
огн бающая ее касательных следующим обраэом: 
пусть иэвестно, что ОХ—ось параболы и точка Е—фокус 
ее (чертеж 60), проводим ось у—касательную в вершние 
параболы, проводим далее нэ фокуса Е ряд лучей РП, Р2, 

Зит. д. в в точках 1, 2, Зит. д. восстанавливаем к 
этим лучам перпендикуляры, которые и будут касатель- 
нымн к нашей параболе. 

В оспове этого построения 
лежит отмеченное намн выше свой- 
ство параболы, согласно которому 
основания перпендикуляров, опу- 
щенных иэ фокуса ва касательные, 
лежат на касательной в вершине 
данной параболы. 

5-й способ Параболу можно 
вычертить непрерывным двуи- 
женнем ня обраэом 
проводим ось ОХ параболы и ее 
директрису (чертеж 61), прикла- 
дываем к директрисе лннейку, а 
к линейке—угольник, к ребру АВ 
которого прилегает нить, причем 
длина интн=АВ, один конец ее 
укреплен в точке В угольинка, а 
другой в фокусе параболы 
Острнем карандаша ватягиваем ь 
нить и, не отрывая острия от ребра Чертеж 60 
угольинка будем двигать угольинк 
так, чтобы ребро АС скольэнло по директрисе Тогда 
острие карандаша вычертнт параболу. 


Действительно во. 
я все время двнжения: 
те МВ- МЕ = АВ, 
| ] откуда. 
| лы р МЕ=АВ—МВ=АМ, 
| и, слеповательно. 


} \ „ точка М остается 
= всегда одинаково 


удаленной от фокуса 
Чертеж 61. н от директрисы. 


Поробово 
Построение оси н фокуса параболы. 


Чтобы построить ось уже вычерченной параболы, 
поступают так проводят две параллельных хорды ММ, в 
ММ№ (чертеж 62) н череэ середины их С и С, —прямую, 
которая будет, очевидно, диаметром параболы; нэ любой 
точки К параболы проводим прямую КК, 1 СС, н череэ 
ее середину $ — прямую ЗО 1 КК,, которая и будет осью 
данной параболы. 

Чтобы найти фокус этой параболы, стронм пря- 
мую у=2х; абсцисса ОР точкн пересечения этой прямой 


“ 


Чертеж 62 Чертеж 63 
с параболой будет равна тв чем можно убедиться, ре- 
у=2х 
шая снстему ‚ но в таком случае точка Е в 
у: = 2рх 


будет искомым фокусом 
Построение касательных к параболе. 
Для построения касательной к пааболе в гочке М, 
г о >Я 
Хи р 


1. Иэ точки М (чертеж 63) 
опускаем перпеидикуляр на дирек- ыы ры 


тойсу, через серелину С поямой 
/” г ОВ, ь4 г 


ОЕ в ее точку М проводнм < 

прямую СМ, которая, являясь бис- р, м, 
<сектрисой угла ОМР, в будет, оче- * 
видио, нскомой касательной. Чертеж 64 


#7 
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2 Можно построить касательную также пользуясь 
<войством подкасательной (3, =2х). Откладываем ОТ=ОР, 
тогда прямая ТМ и будет искомой касательной 

Для построения касательной к параболе нэ точен А, 
лежащей вие ее, поступим так: иэ точки А раднусом 
АР проводим окружность (чертеж 6) м в точках Ви №, 
восстанавливаем к директрисе перпендикуляры, ноторые 
пересекут параболу в точках М н Л; тогда ‚прямая 
будет биссектрисой угла ОМЕ, что следует из равенелва 
треугольников АВМ в. АЕРМ, а прямая АМ,—биссектри- 
<ой угла О, М.В, что следует иэ равенства треугольников 
АО,М и АРМ, (по трем ороваН 26 в таком случае АМ 
ин АМ, и будут искомыми касательными. 


Парабола как график квадратного трехчлена. 


Предположим, что вершина параболы паходится не в 
начале координат, а в точке О; (В, К), а ось параболы || оси 
у-ов (чертеж 65). Если в точке 
О: поместить новую систему осей ы $ 
Х, О, У, то в этой системе урав- 
нение параболы примет вид 


хз = 2ру,, 
если же мы эахотим эаписать урав- 
ненне этой параболы в старой си- 
стеме, то воспользовавшись фор- 
мулами перехода 
х=х: —В и у=у— К, 

получим Чертеж 65. 

к— = (—Ю (1) 
Раскрываем скобки ин уеднияем у 


1 ь 2 20к 
= — Хх — —х =0. 
. 2р р + 2р 


Правая часть этого уравнения представляет собою 


Таким образом парабола является графиком 
квадратного трехчлена. 

Так как всякое уравнение вида у = ах? --- 5х -- с можно 
привести к уравнению вила {1), то любой квадратный 
трехчлен относительно х-са выражает собой 
оао с осью || осн у-ов. 

етви параболы направлены вверх при а>0 н вии 
при а<0 (см. чертеж) 


Применения параболы. 


как тр. 
лом к гориэонту. 


Е 
© 
= 
© 
= 
© 
›— 
= > 
5 


Чертеж 66 


Предположны, что некоторая материальная точка О 
брошена с начальной скоростью у под углом а к гориэонту 
{чертеж 66) 

Определим траекторию этой точки, пренебрегая сопро- 
тивленнем воэдуха 

Расположим систему координатных @сей в вертнкаль- 
ной плоскости, выбрав эа начало коордниат начальное 
положение точки О. 

Счет времени { поведем с начала движения Движенне 
точки можно рассматривать состоящим нэ двух движений. 
равномерного—направлениого по горнэонталн—оси х-ов и 
равномерно-эамедленного, благодаря действию силы тяже- 
сти, направленного по вертикалн— осн у-ов 

Соответственно этому начальная скорость У может быть 
разложена на 2 составляющие, одна нэ которых \, направ- 
лена по оси х-ов, а другая у›—по оси у-ов 

Очевидно у =УСоза ин у, =уЭЗта 

Пусть череэ { сек. после вачала движения точка О 
продвинулась в гориэонтальном направлении на рассто- 
янне х. а в вертикальном—на расстояние у 


ь Г4Ы 
Тогда х=уСоза ( и в Е 
Исключая вэ этих уравнений время \{, получим уравненне 
траектории 


Ех 8 х2 
2%3С03? а 


Я орабеда 


Но мы уже энаем, что подобное уравнение выражает, 
параболу с осью || оси у-ов. 

Итак: парабола является траекторией точки 
брошенной в пустоте под углом к гориэонту, 

Поставим себе эадачу определить огибающую пара- 
бол, соответствующих различным эначениям угла х. 


Полученное выше уравненне траекторин можно пере- 
писать в виде 


#(х, у, а) = 8х? — узх Эт а -- узу Сов 2а — узу =0 
тогда 
№ (х, у. а) = — 2%2х Со$ 2а — 2у1у $ 2«=0 
Для получения уравнения огибающей необходимо, как 
нэвестно, исключить параметр х нэ системы 
Ех, у. @ =0 
4" (х, у, а) =0 


Определяя нэ 2-го уравнения $т2а ин Соз2а и подстав- 
ляя в 1-ое, после упрощений получим 


ве му—м=0 


или : 
о В 
у ри * + р 
или у = ах: -Ъ, 
ев РИ 
где а = уз |. ф — рт 


Преобраэовав последиее уравнение к виду 
= 
а 


замечаем, что искомая огибающая является пара- 
болой, у которой ось совпадает с осью у-ов. 

В баллистике эту параболу наэывают предельной 
параболой, или параболой беэопасности 

Вращая эту параболу, мы получям параболонд ограничи- 
вающий поражаемую часть пространства. В точки, лежащие 
вне этого параболоида, снаряды, выпущенные иэ О с эа- 
данной скоростью у. попасть ве могут. 

Любая точка внутри этого параболонда может быть 
поражена двояким путем Действительно, желая опреде- 
лить—под каким углом нужно бросить снаряд, чтобы по- 
пасть в точку М, мы, подставив ее ординаты в уравнение 


Парабола 


траектории для определення угла с, получим для а два 
эначения (так как уравнение квадр.); это покаэывает, что 
череэ точку М проходят две параболы, более отлогую нэ 
янх в баллистнке называют настильной, а другую 
яавесной 

Покажем, что все параболы, получающиеся при раэлич- 
яых эначеннях а, имеют общую директрису Для 
этой цели уравнение траектории 


& хз 
2 Со$2а 


у=хв а — 


приведем к винду (х— 1} =2р(у—К), где Вин 


кк 
чаты вершины параболы, кдк это уже было показано выш 


Имеем после преобразования 
( х— №5 исов= 2% (053 а ( _ _\ Зита ) 


Е | — № 
Тогда, очевидно, координаты вершины нашей параболы: 
у? п 2 у За 


Пе н К 


ни полупараметр ее: 
р — _\Соза 
2 % 


В таком случае уравнение директрисы у=к+ при- 


®* 


мет вид: 
ы УЗИ а, У Сова 
2 25 
или 
ВИО 
4 


В полученное урав а совершенио не входит, следо- 
вательно, директриса у -\^ действительно является об- 


щей для всех парабол. 
Так как иэ уравнения огибающей следует, что вершина 
п 


ее имеет ординату рт ‚ то общая директриса пара- 
|: е 


бол является, очевидно, касательной в вер- 
шине огибающей. 

Интересно эаметить еще, что геометрическое место 
фокусов парабол соответствующим различным эначенням = 


Позабола 


является окружностью, имеющей центр в начале координат 
# касающейся директрисы. 


В самом деле. координаты фокуса х=В в у=к— 
уз т 2а 
Ёх=—— 
2 
Исключая нэ этих уравнений параметр <, получаем урав- 
ненне окружности 


уз 
или у=— Е Со0$ 2. 


ву = 
4? 
Наконец, исключая параметр а нэ уравнений: 
ты Уз $ 22 = уз Зп?а | 
28 25 


выражающих коордннаты вершины траекторин, мы получим 
уравнение эллипса, малая ось которого совпадает с пер- 
пенднкуляром, опущенным нэ начала координат на дирек- 
грису Таким обраэом геометрическое место вершни всех 
парабол, получающихся при различных эначениях <, служит 
эллипс 

Определим траекторию струн жидкости, вытека- 
ющей горнэонтально через отверстие сосуда, предполагая, 
что количество вытекающей жидкости непрерывно воэ- 
мещается, так что уровень жидкости в сосуде остается 
на постоянной высоте В 

Сопротивленнем воэдуха и треннем в наших рассуж- 
дениях будем пренебрегать. Расположение системы ко- 
ординат указано на чертеже (черт 67). 

Каждая капля, вытекающая нэ отверстня, участвует в 
двух движеннях—горниэон- 
тальном, с постоянной ско- 
ростью У в вертикальном, 
< начальной скоростью рав- 
ной нулю и ускорением 8 

Через 1 сек. после выхода _ нет 
этой капли нэ отверстия она ее 
продвинется в горнэонталь- = 
ном направления на рассто- ига. 
янне х, в вертикальном— . . р 


опустится ва расстоянне у. : А 
Очевидно, я — З 
2 ак 
х=\М и у=— —; 


2 Чертеж 67. 


Поребола 


исключая иэ этих уравнений параметр, получим уравнение 
траектории 


^..е 
з 


РА 
=== у, 


являющееся уравнением параболы с осью по оси у-ов. 
Так как при постоянном уровне скорость истечения 
жядкости нэ отверстия выражается равенством 


у = И25В : 

то уравнение траектории может быть переписано в виде- 
хз = — 4Ву, 

откуда следует. что полупараметр параболы = В. но 


в таком случае директриса полученной параболы лежит в 
плоскости уровня жидкости в сосуде. 
2. Параболонд вращающейся жидкости 
Пусть некоторый цилиндрический сосуд, наполненный 
жидкостью, приведен во вращательное движение вокруг 
своей оси с постоянной угловой скоростью ® (чертеж 8). 
Благодаря действию центробеж- 
ной свлы поверхность жидкости 
будет вдавливаться внутрь цни- 
линлра и череэ некоторое время 
после начала вращення примет 
установившуюся — характерную 
рму. Исследуем эту форму. 
севое сечение цилнидра прн- 
мем за координатную плоскость, 
а ось цилнидра за ось у-ов, 
осью же х-ов будем считать 
прямую, проходящую — через 
самую низкую точку исследуе- 
мой поверхности. 
Чертеж 68 Определим вид кривой, полу- 
чившейся в осевом  сеченин. 
Очевидно, любая точка М этой кривой подвергается дей- 
савию двух сил, одна нэ которых—сила тяжести равна те. 
а другая—центробежная свла равна тхо? (где т—масса 
точки М. а х—расстоянне ее от осн вращения). 
Равнолействующая этих сил при установившемся равио- 
весни вращающейся жнидкостн будет направлена по вор- 
малн к кривой 
Представив эти свлы на чертеже соответствующими 
отрезкамн, замечаем, что ЛАМВ <> Л ММР, откуда: 


Парабола 


МР РМ: 

АВ МА 
или 

„$ —_х 

те тхи: 


и. следовательно, 


Таким образом поднормаль искомой кривой оказалась 
величиной постоянной, но мы энаем уже, что этим свой- 


в этом, вайдем уравненне этой параболы 


Имеем й 
$ =_8_ ‚ но 5$ =х <, 
м г в м ау 
следовательно, 
_@х Е 
Чу в 


откуда хах = Е. 4у и после интегрирования: х?== 2 у. 
®) ® 


Постоянное нитегрирования с в нашем случае равно 0, 
нбо при нашем выборе осей координат при х=0 ин у=0, 
а следовательно н с =0. 

Таким образом искомая кривая действительно является 
лараболой ни, следовательно, вогнутая поверхность вращаю- 
щейся жидкости имеет форму параболонда 

Иэ полученного уравнення непосредственно видно, что 
положенне вершниы параболонда на осн у эависит исклю- 
‘чительно от величин угловой скорости ® 

Этиы обстоятельством воспользовался Браун, сконструн- 
ровав прибор, поэволяющий нэмерять скорость вращения 
вала. Прибор этот состоит вэ замкнутого цилиндра, содер- 
жащего жидкость, на поверхности цилиндра нанесена шкала 
с делениями, указывающимн скорость вращения. Прибор 
укрепляется на валу таким обраэом, чтобы ось его сов- 
падала ‹ осью вала, тогда, во время вращения, против 
вершины образовавшегося параболондв можно всегда про- 
читать на шкале соответствующую скорость 


3. Параболическое эеркало 
Мы уже знаем, что пормаль к параболе, проведенная 


в любой ее точке М, делит пополам угол между фок. 
34 


Параболэ 


рад -вектором этой точки в прямой. проходящей через 
эту точку параллельно оси х-ов (чертеж 69) 


они в точке М, напрввится пвраллельно оси пара- 
олы 
Наоборот—лучи, падающие параллельно оси парвболы, 
после отражения соберутся в фокусе, отсюда пронсхож- 
денне слова фокус, что эначит очаг 
Таким обраэом. если по- 
верхности эёрквла придать 
би — форму параболонда враще- 
ния. в фокусе которого 
поместить источник света. 
то лучу, отраэившись от 
поверхности эерквла, напра- 
вятся в пространство парал- 
лельным пучком 
Подобным образом ус- 
трвиваются прожекторы 
Тщательно иэготовлеи- 
выми парвболическими эер- 
Чертеж 69. калами пользуются также 
при устройстве отража- 
лельных телескопов-рефлекторов 


Применение параболы в технике. 
1. Цепь внсячего моста 


В области лехинки парабола имеет много важных при- 
менений Рассмотрим некоторые нэ инх 

Предположим, что гибкая нерастяжнмая нить укреплена 
свонми концами в точках А в В Нить эта отягощена гру- 
эом. равномерно распределенным по ее горнэонтальной 
проекции а (чертеж 70) 


Чертеж 70 


Парабоаа 


Примером подобной интн служит цепь внсячего моств, 
поддерживвющвя нвстил моста с помощью рядв вертн- 
кальных стержней. Бели при этом вес самой цепи неэна- 
чителем, то цепь принимает форму парвболы. 

Рвссмотрим дугу ОМ двиной интн (чертеж 71) Эта 
дуга подвергвется действию трех сил одив нэ них Т—силв 
горизонтвльного ивтяження, приложенная в точке О в ив- 
правленивя влево по осн х-ов, вторая Т,—силв ивтяження 
в точке М, напрввлевивя по касательной варвво вверх 
н, наконец, третья сила /—сила тяжести, направленная вер- 
тнкально вниз н пропорционвльнвя длние горнэонтвльной 
проекции Х дуги ОМ, в силу рввномерного распределения 
ивгруэкн по длине горнэонтвльной проекции нашей нити. 
Если при этом ивгруэку. приходящуюся на еднинцу длины 


Чертеж 74. 


вЫ, обоэначить череэ 4, то очевидно (©) == дх. 

Рвзложим силу Т, на две Р и Рь, одна из которых 
гориэонтвльив, в другвя—вертиквльна. 

Так квк вся нить ивходится в равновесни, то горнэон- 
тальные н вертиквльные силы, действующие на дугу ОМ 
должны быть рвены, следовательно Т=Р и ©=Р.. 

Иэ треугольинкв МСО имеем. 


Р. =Рыа 
или: 
О=Тыа. 
Но О=ах вн 8а= т ‚ следовательно, 4х =Т ей 
ах ах 
откуда, интегрируя, получвем уравнение парвболы: 
ЕЕ 
№ = — у. 
& 


Постоянное нитегрирования С =0, так как при наше, 
выборе системы координат при х=0, у=0и С=0. 


Парабола 


Расстоянне АВ между точквмн привеса нитн обоэна- 
чвется через 21, а расстоянне СО—череэ Г Первое иэ инх 


параболы, то 
2т 


В= — 


откуда получаем формулу 


Очевидно, нагруэка, нспытываемая всей нитью, равна 214 
Обоэнвчив ее череэ р и вводя в формулу (1). получим 
важное. при расчете мостов, соотношенне. 


2 Парабола, как профиль моста. 


Профилю моста придают обыкновенно форму параболы 
которая в точках А и В (чертеж 72) сопрягается с пря- 
мыми АМ н ВМ. Очевидно. для плавного перехода эти пря- 
мые ие быть квсательными к параболе в точках 
А вн В. 


4 


Ф ",, 
р. 


Чертеж 72. 


Если эадано расстояние АВ =21 н наклон К прямых 
АМ и ВМ, то нетрудно получить уравненне параболы. 


Мы уже энаем, что для параболы г ‚ но 
для нашего случая при х= в =т 
Таким образом т = —. откупа р = — ‚в уравнение 


пвраболы приннмает вид о 


х? = —у. 
м 


парагола 
3. Параболические формы 


Примером применения пврвболы в техинке, кроме рас- 
<мотренных случвев, могут служить параболические 
фермы. употребляемые в некоторых мостовых конструк- 
циях 

Вылетам подъемных крвнов также придают нногда 
форму параболы. 


4. Парабола моментов. 


Вообраэнм балку, расположенную на двух опорах, нс- 
пытывающую равномерно распределенную по ее длние на- 
груэку. Сопротивление нэгибу в квком-либо сечённи этой 
балкн пропорционвльно моменту ниерций этого сечения 
относительно оси, проходящей через центр тяжести этого 
сечения и перпендикулярной к нэгибающей силе. 

Момент ннерцин в этом случае наэывают нэгибающим 
моментом. 

Таким образом, иэгибающий момент харвктернэует проч- 
ность балки в данном сечении и нэменяется при переходе 
от одного сечения к другому. 

Грвфиком этого инэменения является парабола, наэы- 
ваемая пвраболой моментов. 


ОБЩИЕ УРАВНЕНИЯ КРИВЫХ 
2-го ПОРЯДКА. 


Кривые 2-го порядка как сечения конуса. 


Твк как эллипс, гнпербола в пврабола выражаются 
уравнениями 2-й ст относительно переменных, то нх наэы- 
вают кривыми 2-го порядка 

Все кривые 2-го порядка могут быть получены в ре- 
эультате сечення плоскостью прямого круглого конуса 

Обоэвачим угол, составленный 
секущей плоскостью с плоскостью 
основания конуса череэ х, а угол 
при основании в осевом сечении 
конусв череэ « (чертеж 73) 

Тогда: 
при $. =0 получим окружность, 
при $, < «-—эллипс, 
при $; = «—параболу, 
при $3 > «—гнперболу 

Соответственно такому обра- 
эованню кривых 2-го порядка можно 
вывести их уравнения 

Древине греки нэучали эллипс, 
гнперболу и параболу нменно как 

Чертеж 73 конические сечевня, и чисто гео- 
метрическим методом. путем длительных и сложных рассуж- 
деннй вскрыли почти все нанболее важные свойства этих 
кривых 


Общее определение кривых 2-го порядка 


Перейдем к дальнейшим обобщейниям относительно 
кривых 2-го порядка 

Мы видели, что для эллипса, гнперболы и пвраболы 
отношение расстояния любой точки кривой от фокуса к 
расстоянию той же точки от соответствующей директрисы 
есть величнив постоянивя 

В свлу этого можно дать следующее общее опре- 
деление кривых 2-го порядка как геометрическтх мест 


Общие уравнения привых 2-го порядиа 


Кривой 2-го порядка наэывается геомет- 
рическое место точек, построенных такным 
обрвэзом, что отношение расстояння каждой 
нэ этих точек от некоторой лвиной точки— 
фокусв к расстоянию той же точки от данной 
прямой — директрисы, является для данной 
кривой величиной постоянной 

Эту постоянную величину обоэнвчают череэ е 
Бели е < 1, то кривая является эллипсом, 
прн е==1 получаем параболу. 
при е>1 получаем гиперболу. 

Окружность твкже подчиняется этому обшему опре- 
делению кривых 2-го порядка, являясь частным случвем 
эллипса. когда а =Ъ и, следоввтельно. для окружности 


Так как при а=Ъ с =Ув? —Б: —0. то фокусы ок- 
ружности совпадвют в ее центре. 
Уравненне директрисы для окружности принимает вид: 
2 


х=+-- влн х= со Таким обраэом обе директ- 


рнсы окружности лежат в бесконечности 


Общее уравненне кривых 2-го порядкв, отнесенных 
к вершине. 


Соответственно общему определению кривых 210 по- 
рядка можно получить их общее уравненне 

Пусть ОХ-— общая ось эллипса, парвболы и гиперболы, 
а ивчало координат нх—общвя вершина (чертеж 74) Чтобы 
перейтн от рассмотренных ивми выше уравнений эллипса 
н гиперболы, отнесенных к 
центру, так называемых ка 
ноннческих уравнений, к 
уравнениям этих кривых, от- | 
несенным к вершние, восполь- 
эуемся формулами перехода У = 
Незыввя старую систему . 
через Х, О, У,. получаем } 


хкм— 
ж==х—а и у =у = 
Подставляя в квноническне 


урввнения, получвем: Чертеж 74 
1% 


Фбщие урзанения иривых 2-го порпдиа 


ау 
се -- = 1 — уравнение эллипса 
(х— ау _,_ 
Г ее уравнение гнперболы 


После преобрвэоввиий, заменяя >> череэ р полу- 


параметр эллипсв н гиперболы (см выше). получим урав- 
нение эллипса, отнесенное к вершине 


у? = 2рх — хе, 
а 
урввненне гиперболы 
уз 2рх + ха 
а 


н прежде полученное уравнение пвраболы 


уз = 2рх, 
Иэ этих урввнений следует, что для эллипсв 
У <2рх 
для гнперболы 
У? > 2рх 
н для параболы 
уз=2рх 


Таким обраэом, при данном эначенни полупараметра р 
н эвданной вбециссе х нвименьшвя ордината будет у эл- 
липса, в ивнбольшвя—у гнперболы. 

Это двет ивм воэможность судить о вэанмном рвсполо- 
жении кривых (см. чертеж 74) 

Рвссмвтриввя У? как площвдь квадрата, построенного 
ив орднивте, а 2рх квк площвдь прямоугольника с осно- 
ввннем х и высотой 2р, заключаем, что для эллипсв пло- 
щвдь квадратв меньше площади прямоугольника, для гнпер- 
болы--больше, а для парвболы эти площади равны. 

Отсюда происходят наэввния, данные греквми кривым 
2-го порядкв: эллипс от слова «ААифи — недоствток, 

гипербола „ „ окр инэбыток, 

парвболв „ „ хараво\ч—рввенство 
Полученные три отдельные урвенения кривых 2-го порядка 
можно обобщить в одно. 


Замечвя, что для эллипсв 


Общие уравнения нривых 2-го порядно 


а для гиперболы. 
р ьз сз — аз 
— ===> 


а аз а? 
н для пвраболы 


—=— (1 Е ез), 


р —0 
а » 


мы сможем написать общее для всех кривых 2-го 
порядка уравнение 


у: =2рх — (1 — е3) х/з. 


При е =0 это урввнение выражвет окружность. при 
воэрвстанин е окружность обрвтится в эллипс, который 
будет деформироваться, все больше в больше рвстягиввясь 
Когда е обрвтится в еднинцу, эллипс обрвтится в параболу, 
а при дальнейшем возрастании е мы будем наблюдвть уже 
гиперболу. 

рн е=оо уравнение у? = 2рх— (1 —е?)х? обратится 
в уравнение х2=0. следоввтельно гипербола выродится 
в пвру прямых, совпадвющих с осью у-0в 

Итвк, при воэрастанин е от нуля до бесконечности перед 
нами пройдут все формы кривых 2-го порядка, причем 
за время этого процесса иэменения мы только ив одни 
момент будем наблюдвть пврвболу, все остальное время 
до этого момента будет посвящено деформации эллипса, 
а после этого момента—деформации гиперболы. В свлу 
этого обстоятельства на пвраболу нужно смотреть квк на 
переходную форму от эллипсв к гиперболе 


Общее уравненне кривых 2-го порядка в полярной системе. 


Получим еще одно общее уравнение кривых 2-го 
порядка, но уже в полярной системе координат 
Пусть Р—фокус, в ОО,— 


директриса некоторой кри- 
вой 2-го порядка (черт. 15). Д а 
Гл лоза лая Млальл дл т р 
взарипимасмы фокух 5а псо- 
люс, а прямую Рх—эа по- $ и 
лярную ось. Пусть М—ие- Хх 
которая точка длиной кри- ---- 


м 
вой. Е р 
Тогдв, согласво общего 

определения кривых 2-го 4, 

порядка Чертеж 75 
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Общие уравнения иризых 2-го порядно 


_МР. —е 
МО 
или 
—--е (1) 
МО 
Если РМ№М— фокальная ордината. равная, как нэвестно, р, 
то 
а 
№ , 
откуда 
№ = р , 
е 
но тогда 


МО= РР--№ = г Соз9-- 2. . 


Подставляя в равенство (1). имеем 
г 


—__ ше. 
гСозо-|- -Р- 
е 


откуда получаем общее уравнение кривых 2-го порядка в 
полярной системе 
ЕЕ ВЕ 
1—еСозф ' 


Уравнением этнм особенно чвсто польэуются в астроно- 
мин. Полярный угол х в астрономни наэывается истин- 
ной аномалней 


Общее уравнение кривых 2-го порядка в декартовой 
системе, 


Самым общим уравнением кривых 2-го порядкв является 
уравнение вида. 


ах? -|-2а,, ху -| а, у? 2азх-|- 2азу -Разз = 0, 


где аз, аз, аз ит д —некотдрые постоянные коэфициенты. 

Раэделив все члены этого ураенения на а;;, мы заметны, 
что в урввненни останется 5 коэфициентов; отсюдв сле- 
дует, что кривая 2-го порядка, вообще говоря, эадвется 
5 точками или 5-ю условиями, поэволяющими получить 5 
уравнений относительно коэфициентов аш, а,з. а»: и т. д. 


Общие уравнения нуфых 3-го порядка 


В курсвх вивлитической геометрии доказыввется, что 
вид кривой, вырвжвемый общим урвенением, опреде- 
ляется величиной двух детерынивитов, одий иэ которых 
аи: а,» аз» 
А — | а; азз Ваз 
@31 Взз Взз 


называется „дискримннантом кривой“, а второй 


$ = Ви: В13 | 
а»: Взз 


нвэыввется „дискриминаитом стврщих членов“ 
Если А 20, то при 8$ > 0 у-ине выражвет эллипс, 
„ 8=0[ ,‚, 5 \` пвраболу, 
ъ‚ 8<0 , ; гниперболу. 
Если А=0, то при 8>0 уравнение вырвжает мнимые 
прямые, пересеквющнеся в дей- 
ствительной точке; 
при $ =0 урввнение вырвжает две || пря- 
мые; 
при $< 0 уравнеине выражает две дей- 
ствительные пересекающнеся 
прямые. 


Общий способ построення кривых 2-го порядка, 


Соответственно общему определению кривых 2-го по- 
рядка можно указать общий способ построення 
их по заданным фокусу, директрисе и эксцентриситету. 

Пусть Р—фокус, а ОО, — директриса. Перпендикуляр, 
опушенный нэ фокуса на дирек- 
трису, будет осью кривой (черт. 76). 

Раэделив отреэок ЕР на две 


АЕ и АР так, чтобы —-==е, 
части в так, чтобы 


получим в точке А вершину кривой 


й-=- ль ааа поль пр № „ маю 
ЛЯ постгроспил лолоп - лихо 


м” Г.) 

точки кривой поступвем следую- 

щим обрвэом. в точке А проводим 2 

АК!РЕ, а из точки Р рвлиусом 

РА— окружность; проводим проиэ- ее . 


вольный рвднус РВ этой окруж- 4 
ности, вэ В опусквем перпеиднку- 

ляр на АК, проволим эатем прямую Чертеж 76 
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Общие уравнения нривых 2-го порядна 


РМ до встречн ее с продолженным раднусом ЕВ в точке 
М; полученная точка будет приивдлежвть кривой 

Для докаэвтельства опустим на директрису перпендн- 
куляр МО, тогда нэ подобия треугольинков имеем: 


МЕ _ ВЕ 
СА] МО РК ‚ 
но ВР=АЕ н ОК=АР. Тогда, подставив, получаем 
МЕ АЕ __ 
Мб р: что н требоввлось доказать 


Софокусные кривые. 


Кривые 2-го порядка, нмеющие общие фокусы, на- 
эываются, софокусными, илн конфокальными. 

Основное свойство софокус- 
ных кривых заключается в том, 
что оин пересекают друг 
друга под прямым углом 
(чертеж 77) 

Действительно, выше мы вн- 
делн, что касательная к эллипсу 
делит пополам угол между фок. 
рвднусами-векторамиы, но биссек- 
трисы смежных углов перпенди- 

Чертеж 77 кулярны друг другу, а так как 

угол между кривыми измеряется 

углом между нх касательными в точке пересечения, то ваши 
кривые, действительно, перпендикулярны между собой. 

Пусть нам эадано фокусное расстоянне 2с в ось 2в 
эллипса, тогда уравненне его можно эаписать в виде 


хг2 уг 
ее + =] 
92 а? — с? 
Если полагать, что а может принимать различные энв- 
чения, то при постоянном с полученное уравнение выра- 
жает семейство софокусных Эллипс оОв 


Е: з 
Совершенно подобно этому уравнение-^= — У =1 
23 с23 — а? 


выражает семейство софокусных гипербол. 
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Общие уравнения кривых 3-го портдка 


Так как уравнение сопряженных эллипсов и софокусвых 
гипербол совершенно одниаковы, то можно сквэать, что 
вообще уравнение 

х?2 у? 
г -—=1 (1) 


А А — с? 


при переменном Х выражает семейство софокусных 
эллипсов н гнпербол, 

Иэ уравнения (1) следует, что при эадаиных Х-==х, и 
у==у,: мы получаем квадратное уравнение относительно ^, 
решив которое, найдем 2 эначения для ^, соответствующие 
двум кривым семейства, проходящим череэ точку М(х,, У). 

Рассматривая точку М как результат пересечения двух 
софокусных кривых, называют ^, и \:—эначения \, соответ- 
ствующие двиным кривым, эллиптическими коорди- 
натами точки М, 


2. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ 
КРИВЫЕ. 


Гиперболические кривые. 


Исследование формы. 


Гиперболическими называются кривые. общее 
уравиенне которых имеет вид 
с 
т (1) 

где с—иекоторая постояниая (Во всех дальнейших рас- 
суждениях будем считать число с положительным), а т— 
любое положигельное число 

Остановимся иа рассмотрении характерных особенностей 
формы этих кривых 

Из ия (1) отчетливо видно, что при возрастанки 
] хр от 0 до со, | у| изменяется от с до 0. Это обстоя- 
тельство говорит за то что оси координат явля- 
ются ассимптотамн гиперболических кривых. 


При изменении х-са от —со до со функция у=< 
х 


претерпевает разрыв непрерывности прн х=0, когда у 
обращается в со, из этого следует, что каждая гепер- 
болическая кривая будет состоять из двух 
отдельных ветвей (черт 78) При этом 

1. Если т—число целое н четное, то кривая 
будет симметричиа оси у-ов и ветви ее рас- 
положатся в |-м и 2-м координатных углах 

2. Если т число целое, но нечетное, то ветвн 
кривой расположатсяв 1-м и 3-м координат- 
ных углах 

3 При т—дробиом кривые будут симмет- 
ричны оси х-ов и расположатся в 1-ом и 4-ом 
координатных углах, если знаменатель у т 
будет чпслом четным, в противиом случае 
ветви кривой расположатся в 1-м и 3-ем ко- 


ординатных углах, если числитель у показа- 
теля т будет числом нечетным ин в 1-мин 2-0м, 
если он будет четным 

Замечаем далее, что при х=--1|у|=<с при любом 
значенни т Это показывает, что все кривые соответ- 


1 


Гиперболические привые 


с 
<твующие уравиению у = о, где с постоянно, а м—приин- 
х 


мает различные значения, пройдут через 2 общих точки, 
которые будут расположены в тех или иных коордниат- 
ных углах в зависимости от расположения ветвей самих 


кривых (черт. 78) 

Изменяя т от 0 до со можно про- 
следить всю эволюцию форм гипербо- 
лических кривых 

Для значений т близких к нулю со- 
ответствующие кривые будут тесно 
прилегать к ломаной МКУ (черт. 79), 
которую можно таким образом рас- 
сматривать как первую предельную 
форму гиперболических кривых. При 
п =1 получается равиостороиняя гипер- 


с 
бола у= —, свойство которой мы уже 
х 


рассматривали выше 

При дальнейшем возрастании т 
можио заметить, как ветви кривой бу- 
дут все больше и больше стремнться 
стать параллельными координати. осям 
н при П=оо ветвь кривой, находя- 
щаяся в 1-м координатном углу соль- 
ется с ломаной АВС, ноторая будет 
являться, таким образом, второй пре- 
дельной формой гиперболических кри- 
ВЫХ. 


Построение гнперболических кривых. 


Рассмотрим построение гиперболи- 


Ре. 


= 


В 


вы 
“ 


К 


Черт 78 


ческих кривых для случая, 


когда т является числом 


#] у ии целым 
! __м любого зиачения ш будут 


даны при рассмотрении 

А политропных кривых 

7 й й Итак ‚пусть М (хе, Уз) — 
некоторая точка лежащая 
на кривой 


— © или у=сх-®, 
хм 


Способы построения для 


Гиперболические иривые 


(черт 80) тогда очевидио у, = сх.-", откуда с = и 
6 


уравнение кривой принимает вид 


у=— № х-" () 


Хо” 


Выбрав систему коордииат и построив точку М про- 
водим луч ОМ ин из точкн М пересечения его с продол- 
жением перпендикуляра, опущенного из точки М на ось 
у-ов, опускаем перпендикуляр МО на ось х-ов Проводим 
затем С,$, 1 МО, тогда точка $, будет принадле- 
жать гиперболической кривой 1-го порядка, 
проходящей через точку М 

Для доказагельства обозначим у 
ОС через х„, а $,© через у,, тогда 
из подобия треугольников ОМО и 
0$,© имеем 


у № 
Уз Ж : 
откуда 
у, = № х:-! 
то 


Полученное равенство показывает, 
что координаты точки $, удовлетво- р 
ряют уравнению (1), а следовательно, ра 
точка $, действительно лежит на Черт 80 
гиперболической кривой 1-го порядка 

Если продолжить построеине и, соединив точку $, с 
началом координат, опустить из точки С; на прямую № 
перпендикуляр С: $. то полученная точка $, будет 
принадлежать гнперболической кривой 2-го 
порядка, проходящей через точку М. 

ействительио, обозиачив ОС) через х‚, а $0 через у;, 
из подобия треугольников О$,© и О$:;© получим 


у. у * 7 * 
22 =®, откуда уз= "9, но у, = № Хх: а ЖЖ 
У хз Ха! 
тогда, после подстановки получим 
уз = У хэ-? 
Хо? 


Последнее равенство показывает, что координаты точки 
$. действительно удовлетворяют уравиению гиперболич. 
кривой 2-го порядка, проходящей через точку М, 


1 


Ггилерболичесние нривые 


Продолжив аналогичным способом построение мы по- 
лучим точку $5, принадлежащую гиперболич. 


кривой 3-го порядка, проходящей через точку М 


Таким образом, рассмотренный способ дает возмож- 
ность строить сколько угодио точек гиперболической 
кривой любого порядка. 


Гяперболические кривые в технике. 


Примером применения гиперболических кривых в тех- 
инке может служить гиперболическая кривая 2-го порядка, 
являющаяся графиком распределеиня напряжений, возии- 
кающих в стержие, имеющем форму усечениого конуса, 
который растягивается постоянной силой, действующей 
вдоль осн этого сгержия 
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3. ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ 
КРИВЫЕ. 


Саэелоа Замечательные кривые *8 


Параболические кривые. 


Исследование формы. 


Параболическими называются кривые, общее уравиение 
которых имеет вид 


у=сх“, 


где с-иекоторая постояниая (Во всех дальнейших рас- 
суждениях будем полагать с>0), а м—любое положитель- 
иое число 

Выясиим особениости форм параболических кривых. 

Так как фуикция у=сх” при изменении х-са от —со 
до --со ие имеет разрывов; при х=0 обращается в иоль, 
а при возрастании |х| до бесконечиости также возрастает 
до бескоиечиости, то каждая параболическая кривая будет 
состоять из одной ветви, проходящей через иачало ко- 
ев уходящей своими коицами в бесконечиость 
черт. 81). 

При х=-11у|=с совершенно независимо от величии 
п, это показывает, что параболические кривые соответ- 
ствующие определениому зиачеиию с и различным зиа- 
чениям т пройдут через две общих точки. 

Таковы осиовные соображения о форме параболических 
кривых, все частные особениости будут определяться вели- 
чиной показателя т. 

1. Если тм будет числом целым и четным, то 
кривые будут симметричны оси у-ов и займут 
1-Й и 2-й коорд. углы (черт. 81 верхиий). 

2 Бели м будет числом целым, но иечетным, 
то кривые расположатся в 1-м и 3-м коорди- 
иатиых углах (черт. 81 средиий). 


$. При ш дробном кривые будут сныметричвы 
оси х-ов и займут 1-Й и 2-Й коордииатиые 
углы, если зиамеиатель дроби ш будет чис- 
лом четиым (черт. 81, иижиий) в противном 


случае кривые расположатся в 1-м и 2-м ко- 
ордиизтиых углах, если числитель дроби т 
будет числом четным ив 1-ми 3-м углах если 
этот числитель будет иечетным. 


Параболические нризые 


К этому иужио добавить, что в 1-ом коордниатиом 
углу при ш>>1 кривые будут обращены к положительиому 
изправлеиню оси у-ов вогиутостью, а при ш<1—выпук- 
лостью (черт 82). 

Действительно из выражения для 2-ой производиой 


у’ = (м — 1)сх*-2 


следует, что при положительных зиачениях х-са у’ будет 
ЕЙ числом при ш`>1 и отрицательным при 
ш< 1. 

Для кривых, располагающихся в 1-0м и 3-м коордииат- 
ных углах, иачало коордииат служит точкой перегиба, 
так как знак второй произвольной у’= мт (т — 1)сх”-? при 
соответствующих зиачениях т при переходе х-са через 
ноль меняется. 


Для кривых, располагающихся в ]-ом 
и 4-ом коордииатиых углах и обращеи- 
иных выпуклостью к оси х-ов, начало 
коордииат является точкой возврата 
1-го рода, так как верхияя и инжияя ——> 


части кривой имеют в начале коорди- 
нат общую касательиую, совпадающую 
с осью х-ов 

Тоже следует сказать о кривых, рас- 


полагающихся в 1-ом и 2ом коорди- 
натиых углах и обращениых выпукло- 
стью к оси у-ов. 

Чтобы проследить всю эволюцию р 
форм параболических кривых будем 
давать различиые зиачения т, причем 
ограинчимся рассмотренйем изменения 
тех частей кривых, которые лажат в 


1-ом коордииатиом углу. ъ.$ 
При т =1 получим прямую у =сх, 
если теперь т иеограииченио прибли- ия 


жать к иулю, то ветви кривой, обра- 
дениые вогиутостью к оси у-ов, будут 


5$$ тесиее и теснее примыкать к лоыа- 
ной САО (черт. 82), еслн же заставить 
т изменяться от 1 до 00, то ветви 
кривых, обращенные выпуклостью к оси 


у-ов, ‚будут стремиться совпасть с лома- Черг 81 


Этн ломаные и являются предельными формами парабо- 
лических кривых. 


Параболические иривые 


Жвойства параболических кривых. 


Заметим иекоторые свойства параболических кривых 
1. Для любой параболической кривой у=сх” 


х 
подкасательиая а : 
Действительио у сх х 


у’  стхе— м 
2. Если М (хо Уд) иекоторзя точка парабо- 
лической кривой (черт. 83), то дуга ОМ делит 
площадь прямоугольника МАОВ иа две части, 
отиошение которых равио т. 
Действительно 


уе Гхеах =с 


Фткуда 0: и=м 
Точио таким же образом можио показать, что: 
Отношение объемов 
тел вращения вокруг оси 
7 41%) х-ов площадей Цз и (черт. 
83) равияется 2т. 


че Из всех параболических кри- 
“ вых наиболее часто встречаются, 
кроме параболы 2-го порядка, 


кубическая парабола у=схз 


2 и полукубическая у,—сх?, 
иазываемая также параболой 
Черт. 83 Нейля. 
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Кубическая парабола. 


Кубической параболой иазывается кривая, относящаяся 

к классу параболических кривых и имеющая уравнение. 
у = схз 

Кривая заиимает 1-й и 3-Й координатные углы при с>>0 
и 2-й и 4-й при с<0 

Она обращена выпуклостью к оси у-ов в 3-м коорди- 
натиом углу и вогиутостью в 1-м. 

В начале координат кубическая парабола имеет точку 
перегиба. 


Общее уравненне кубической параболы и & форма. 


Парабола соответствующая уравиению у == сх* является 
частным случаем более общего класса кубическйх парабол, 
соответствующих уравиению: 

у = ах? -- а,х2 -- азх + а; 

Чтобы определить форму кривой, соответствующей 
этому уравиеиию, мы предварительно перенесем начало 
координат в точку (а, В). 

огда изше уравиеиие примет вид 


у В ао (х + «Е аи (ха а. (<) а: *) 
у = ао х* -- (Заоз -- а) хз - (Заоч? -{- ана -- аз)х 
-{ (а д* -|- аи а? -- аа -- а. —В) 
Распоряжаясь величиной < и В выберем их так, чтобы 


член хз и свободный члеи обратились в иули. Для этого 
необходимо, чтобы: 


Заса -- а, =0 и аа’ -{- але? -- аза-- а —В=0 
откуда Е ин В=аа8-- 0 а? - а,а Раз. 


или 


кривой примет простой вид" 
у = аох* |+ сх, 
*) Значки ‚„прим” у иопых перемениых всюду опущены, 
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В результате таких преобразоваиий уравиение иашей 


Параболичесиие ирисые: 
где © — Заза? -- 2аа -- а.. 


Предположим, что в иашем случае 2 > 0. 
тогда кривая соответствующая получеиному уравнеиию 
будет проходить через начало координат и пересекать ось 


х-ов в точках, где х —=-— в ‚ очевидио при с>0 
ао 
зти точки окажутся миимыми. 


Так как у’ = Заох? -{ с, то кории 1-ой производной будут: 


с < 
х, = —— их = —— 
. и За, . и За, 
Отсюда видио, что при с<0 кривая будет иметь 
две вершины, в 4-м и 2-ом координатиых углах (чер- 
теж 84). 

При переходе х-са через 0 
вторая производизя меняет знак, 
таким образом начало коорди- 
иат будет точкой перегиба. с<> 

Если 2&<.0 то вершины кри- 
вой расположатся в 1-ом и 3-м 
коордиизтных углах. 

зким образом среди парз- 
болических кривых, соответству- 
ющих уравиению 

у = аох? -- а,х? -- ах -- а, 
следует различить два типа. 

Кривые 1-го типа, соответ- 
ствующие положительным зиз- 
чениям с, пересекают ось х-ов 
только в иачале коордииат ни 
не имеют вершины. Зе. 4 

Кривые 2-го типа, соответствующие отрицательным 
зиачениям с, пересекают ось х-ов в 3-х точках и имеют 
две вершины. 


>20 
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Применение кубической параболы к решению кубнческого 
уравнения. 


Абсциссы точек пересечения © осью х-ов параболы 3-го 
порядка являются кориями кубического уравиеиия: 


аох? -+ аихз -- агх -Н аз =0 


На зтом положении осиоваи графический способ ре- 
шёиия кубических уравиений. 


Параболинеские иривые 


Если левая часть кубического уравиения будет соот: 
ветствовать параболе 1-го типа, то данное уравнеине будет 


ада товЕмл Олиы паботвитаольноый иопаць аоли ша —побо- 
ВМТ Ольк< Заее де вое Е ее ру, ев > Вон 55 


боле 2-го типа, то все три кория уравиения будут дей: 
ствительными 


В техиике кубической параболой пользуются как пере- 
ходиой кривой при постройке железиодорожиых лииий. 


оси табло лова ш 
ФА 


Полукубическая парабола. 


Полукубической параболой иазывается кривая, отно- 
сящаяся к классу параболических кривых и имеющая урзв- 


нение. у: = схз 
Представив уравнение полукубической параболы в виде: 
у= = сх Ух 


{плюс относится к верхией части кривой, а минус—к ииж- 
ней), видим, что она является симметричиой оси х-ов и 
располагается в 1-м и 4-ом координатных углах (при любом 
<) (черт. 85). 


Так как вторая производиая у“ = == о: оказывается 
4Ух 


положительной для верхией части кривой и отрицательной 
для иижней, то кривая будет обращена к положит. напра- 
влению оси у-ов, вогиутостью в 1-м углу и выпуклостью 
в 4-0м. 
Переписав уравиение в виде у? — схз =0, исследуем 
кривую иа касательные в начале. 


<#2 ©ы с: Для получения урзвиений каса- 
тельных к кривой в начале иеобхо- 
димо, как известио, приравиять к 
нулю группу членов низшей степени. 


В изшем случае получим у?=0. 


Из этого видио, что в иачале ко- 
ординат две касательных слились в 
одиу—ось х-ов и так как наша кри- 
| \ \ \ вая симметричиа оси, то заключаем, 
что иачало координат является для 
полукубической параболы точкой воз- 

Черт. 85 врата 1-го рода. 


чз 


Парзболичесние иривыю 


В заключение еще одио замечание о форме кривой° 
если постояиный козфициеит с —0, то парабола стремится 
слиться © осью Х-ов, если же с-><, то парабола иесогра- 
иниченио приближается к оси у-ов. 

Таким образом положительная часть оси х-ов и вся 
ось у-ов является предельными формами полукубической 
параболы 


Подукубическая парабола, как эволюта квадратичной 
параболы. 


Полукубическая парабола является зволютой обыкно- 
вениой параболы у: =2рх. Покажем зто. 

Параметрически уравиения эволюты имеют, как известно, 
ВИД 


В 1 2 1 "3 
веку, л=у-+ Е 
у 
2 
В нашем случае у’= Ри у=— 
у уз 
Подставляя, после преобразо- 
ваний, получим уравиения искомой р 
зволюты в виде р 7 
к-р | к. 
д = — ря я Г. 
( р # 
Из зтих уравиеиий следует. | № 
{р : ` 
хоз и уф (9 `\ 
Подставляя зти зиачения в ура- Черг 86 


виение параболы, получаем окон- 


иато лес опавилинл Зал втата, 6 липа 
азы урон очи: в ПД 


} : —Рр 
(р: я) =2р 3 


ЩЬ/ 8—0 


Уравиение зто, как видио, выражает полукубическую 
параболу, смешениую паралелльно оси у-ов, с вершиной в 
точке (р, О) (черт. 86). 


откуда. 


и: 


Параболические нривые 
Нейлонд. 


Тело, получеиное от вращения полукубической параболы 
вокруг оси х-ов, называется иейлоидом (черт. 87). С 
иейлоидом можио встретиться в лесном деле. 
Оказывается, что прикориевые части древесного ствола 
имеют форму усечеииых иейлоидов. 
Вычислим объем нейлоида. 


Имеем 
у= * | вах — А — УЙХь 
4 4 


Но ху: есть площадь сечения, соответствующая а6с- 
циссе х,. Обозиачим зту площадь через Ц, а абсциссу х, 
через Н, тогда 


У=-КиН, 
4 


т. е. объем иейлоидаз равеи одиой четверти 
произведения площади его осиоваиия иа вы- 
соту. 


Механпческое свойство полукубической параболы. 


В заключение заметим одио из механических свойств 
полукубической параболы. Ока- 
зывается, если’ материальную 
точку, подвержеиную только 
действию силы тяжести, заста- 
вить падать по кривой, имеющей 
форму полукубической парабо- 
лы, то скорость падения (ско- 
рость удалеиня этой точкй от 
ее первоначального горизон- 
та), зтой точки будег посто- 
яииа. Черт 87. 


Построение параболических кривых. 


Остановимся иа способах построения параболических 
кривых 3-го, 4-го и 5-го порядков. 

Общие способы построения, применимые при любом 
т, будут даны при рассмотрении политропиых кривых. 


ы 


1}. Построеиие кубической параболы. 
Пусть точка М (хо уз) (черт. 88) лежит иа параболе 
у = схз 
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Параболичесние призые 


тогда уг = схоз, 
следовательно, 
се=-7^® 
Хо 
и уравиение даниой параболы примет вид 
у = _Уе хз 
Хо? 


Для построения п точек данииой параболы разделим 
ОР =х, и МР = у, иа п--1 равных частей. 

Построим иа МР как из диа- 
метре полуокружиость Радиусами 
Р!, РП и т. д. проведем коицеи- 
трические дуги ТА, ПВ ит. д. и 
из точек А, В ит. д. опустим пер- 
пендикуляры иа МР, а осиовзиия 
зтих перпеидикуляров соедииим с 
иачалом коордииат. Восстаиовим 
далее к оси х-ов в точках 1, 2и 
т. д перпеидикуляры. Точки пере- 
сечеиия зтих перпеидикуляров с 
лучами, проведеиными раньше, бу- 
дут точками кубической параболы. 


Покажем это для точки З(хь, У1). Черт 88 
Из подобия тр-ов ОЗ и ОМР 
имеем 
_$9 — №. 
оо ОР 
или 
У» — МР 
Ж Хо з 
ио 


Хх = Ха и 


——-—=——“ы— — 
= = = 


(где а—иекоторый миожитель, определенный при задаи- 
ИНЫХ Хо их,) и так как 


а —= ры то мР— ХУ 


Хо Хо? 
Подставляя эти выражения в пропорцию получим. 
2 
_Ув — Хи Уе Уз или у: = - хз, 
Хх, Хе Хоз 
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Параболичесиие иризые 


откуда видио, что координаты, точки, $ удовлетворяют 
уравиеиню даниой параболы, следовательно, 'очка $ дей- 
ствительно приналлежит этой параболе 


ный а-я 


2. Построение параболы 4-го порядка. 


Параболу 4-го порядка можио построить зиая одиу из 
ее точек М и ряд точек, прииздлежащих параболе 3-го 
порядка, проходящей через ту же точку М 

Итак, пусть парабола 4-го порядка, которую мы хотим 
построить, проходит через точку М (х, Уо) (черт. 89), 
тогда уравиеиие зтой параболы можио записать в виде: 


Пусть К(х», уз) одиа из даниых точек параболы 3-го 
порядка 


тогда очевидио 


Чтобы построить соответствующую точку параболы 

4-го порядка, поступим следующим образом проводим 

КМ 1 МР и КОТ ОО, соединяем 

ниш, ТОЧКУ № с началом тогда точка 

$ (ха, У.) пересечения луча ОМ и 

перпеидикуляра КС© будет прииад- 
лежать рпараболе 4-10 порялка. 

Действительно, из подобия тре- 

угольинков О$©@ и ОМР следует. 


У = но МР=у, =-№9 хи, 


МР Хо Хоз 
а так как Хз = Ха, 
то 

Е МР =: № ха 

Черт. 89. “4 


Подставляя в пропорцию получим 
%7_ 
у. = ^^ ха 
Хо* 


Из последнего равеиства видно, что точка $ (х., у.) дей- 
<ствительно принадлежит парабояе 4-го порядка. 


93$ 


Параболические кризые 


Построеине точек параболической кривой 5-го 
порядка по точкам параболы 4-го порядка производится 
точио таким же приемом каким мы только что построили 
параболу 4-го порядка по точкам кубической параболы. 


3. Построение полукубической параболы. 


Если М (хо, Уд) точка, принадлежащая пол\ кубической 
параболе, то для построения ряда других точек, прииад- 
лежащих зтой параболе, поступаем так делим ОР и МР 
(черт. 90) иа одинаковое число 
равных частей, на МР как иа ди- 
зметре строим полуокружиость, 
через точки 1, ит д проводим 
роны к прямой МР, а 
из точек А, Вит д их пересе’ 
чения с окружностью проводим 
коицеитрические дуги АС, ВО и 
т. д, соедиияем точки Си Вс 
началом коордииат, а к оси х-ов 
в точках |, дит д. восстаиавли- 
ваем перпеидикуляры Точки пере- 
сечения зтих перпеидикуляров с 
лучами будут принадлежать дан- Черт 90 
ной полукубической параболе. 

Доказательство зтого положения проводится точио так 
же, как это делалось в предыдущих случаях 

1 


4. Построеиие парабол у=сх", где п— целое 
число. 


В заключение заметим, что построение параболических 
кривых, уравиение которых имеет вид у=сх", где п-це- 


лое число сводится к построеиию парабол п-го порядка. 
Действительно, данное уравиение можио записать в виде 


х = —- у", ио построение кривых, соответствующих зтому 
© 


уравиению, мы уже рассматривали выше 
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4. ПОЛИТРОПНЫЕ 
КРИВЫЕ. 


Политропные кривые. 
Уравненне н форма политроп. 


Гиперболические в параболическне крнаые можно объ- 
единить а общий класс крнаых, ураанение которых имеет 
анд 

ух = с, 


где с—некоторая постоянная, а т-любое число. 

Крнаые эти назыаают политропнымн крнаыми или 
политропами. 

Бслн показатель т 
яаляется числом поло- 
жительным, то политро- 
пы носят гнперболичес- 
кий характер, прин отри- 
цательном т о/и явля- 
ются параболами т-го 
порядка 

В стлу этого нам нет 
надобности заниматься 
нэученнем форм полит. д 
ропных крнаых, ибо ха- ый 
рактерные особенности Черт 91 
гнперболических н пара- 
болических крнаых мы уже аыясинли аыше 

Иэ ураанення политроп следует, что каждая #э ийх 
определяется даумя параметрами т н с, таким образом, 
чтобы написать ураанение политропы необходимо энать 
дае точки, череэ которые она проходит. 


Пусть точка М (х,, у,) лежит ва полнтропе ух" =с, 
тогла у:х:” =с и урааненне данной политропы примет анд 
ух" = у: х,®. 

Отложим от оси х-оа по часоаой стрелке проиэаольный 
острый угол а, а от осн у-оа протна часоаой стрелки угол 
8 (черт 91), причем В аыберем так, чтобы 

129 


Политропные кривые 


О) =а-о)" 


Пллла дъ 112526 плавало тон полетом: пала пав, 
О зурУ? дчитуо точку поля ропы проасдям. 
1 - 


МЕ | осн х-оа и М.О | осн у-оа, через точки Е в С про 

водим прямые РР и СЕ под углами а 45? к коордннатным 

осям, проаоднм, наконец, прямые ЕМ; н РМ. Точка М» 

пересечения этих прямых будет принадлежать полнтропе. 
Дейстантельно, нэ ЛЕГО имеем 


еще 
и 

ще, 
но так как: 1-58 = (1-4 ©), 
то: 

ув [хз № 

Уз = | 
откуда: 


уз Х2" = у, х:® 


Последнее рааенстао покаэыаает, что точка М. (ха, у:) 
дейстантельно принадлежит нашей политропе. 

Поаторна подобное построение отпосительно точки М,, 
мы получны еще одну точку М, политропы и т. д. 


Построение полнтроп параболического типа (т 0). 


Пусть ш = —п построение а этом случае будет отли- 
чаться от предыдущего тем, что произаольный угол а 
откладыаается ие по часоаой стрелке, а протна, угол же 
В аыбирается так, чтобы 


тв =а- о), 


Все дальнейшее построение пронэаодится подобно 
предылущему (черт 92). 
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Общий способ построения полнтропы (при любом т) 


Заметим предаарительно, что если х: п ув, х», Уз удо- 
алетаоряют ураанейню ух” == с, то средние геометрические 
этнх чисел 


х=Ужх, и уз =УУ, у 


также удоалетаорят этому урааненню. Дейстантельно, так 
как ух. *=с и угх."=с, то после умножения (у!узхиха)"=с. 

Осноаыааясь на этом положении, можно строить полн- 
тропу, если иэаестны дае точки М, (хи, у!) и М, (х», уз) этой 
крнаой, слелующим путем 
строим полуокружиости на 
ОР и на ОБ (черт 93) про- 
аодим М.М 1 Он М.С ОР 
проаодим концентрические 
дугн № пн С0, проаодим 
$М. [[ осн х-оа и ОМ, || ося 
у-оа, точка М, пересечения 
этих прямых будет принад- 
лежать вашей политропе, 
нбо абсцисса ее х„=0ОО= 
ОС = ИОР ОЕ = Ух, х,, а 
ордината у; = 0$ = ОМ = 
=У0б ОЕ =Ууу,, но 
эти координаты, как мы 
уже эаметили, удоалетаоряют ураанению данной политропы. 

Ясно, что подобным обраэом можно построить сколько 
угодно точек данной политропы, лежащих между данными 
точками М, н М, 


Применення политропных кризых 


1. Политропные криаые а термодниамике. 


Политропные крнаые нмеют большое применение а 

а термодинамике. Примером этого 

ЕК могут служить так назыааемые 

Г адпафатические п мэотер- 

= 3 “> 1%) мические крнаые, являющиеся 
=>“ частными случаями политроп. 

Если изменение объема и лая- 


“|. - я га И", 
ы лення газа происходит беэ потери 
|. н приобретения тепла, то иэмене- 
_ нне это назыаают  аднабатичес- 


Черт. 33 ким 
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В термодниамике аыаодится соотно шенне между объ- 
емом у и дааленнем р гаэа, нспытыаающего аднабатиче- 
ское нэмененне, полученное апераые Пуассоном 

Согласво этого соогношения руа = с, где а ни с неко- 
торые постоянные, причем « рааняется дроби, числитель 
которой ср яаляется теплоемкостью данного газа при пост. 
даалении, а энаменатель с‚,—теплоемкостью гаэа при пост 
объеме Очеандно с,<с», ибо при пост. объеме колн- 
честао теплоты, получаемое гаэом целиком, Ндет на поаы- 
шенне температуры, а при пост. даалении часть этого 
тепла тратится на преодоление дааления при расширении 
гаэа В силу этого « > 1. 

Если до начала процесса нэменения состояния газа 
объем его У=\», а дааление р = ре, то ро\“ = с, откуда 
андно, что постоянная с определяе тся аеличинами началь- 
ного объема и начального дааления 

Крнаые, соотаетстаующие ура анению ру“=с, назыааются 
аднабатическими. 

Иэ самого уравнения н тех эамечаний относительно 
аеличнны <, которые мы сделали аыше, следует, что адна- 
батические крнаые яаляются политропамн 
гинперболического типа 

Если же иэмененне объема у некогорой массы газа и 
его дааленне р происходит так, что температура гаэа 
остается постоянной, то иэменение это назыаают иэотер- 
мическим 

Прн изотермическом иэменении соотношение между 
объемом гаэа и дааленнем его аыражается законом Марн- 
отта ру=с. 

Крнаые, соотаетсгаующие этому урааненню, яаляются 
лакже частным случаем полнтроп (т =1) в имеют форму 
рааносторонней гнперболы 


2. Политропы как интерполяционные кризые 
Иэ ураанения политропной крнаой ух"=с следует 
му тюх— вс =0, 
юх=ё юу=чн —№с=а, 
чт =0; 
последнее ураанение а системе Ол аыражает прямую 


Таким обраэом, еслн а системе координат у панести 
точки, координаты { и 9 которых яаляются логарифмамн 


Политропные нриеы 


координат х и у точек, принадлежащих политропе, то 
точки этн будут лежать на прямой, углоаой коэф которой 
рааен показателю при х а ураанемни политропы 

Этим саойстаом политроп польэуются, употребляя нх, 
как интерполяционные криаые. 

Так, например, если‘ некоторая эмпирическая крНаая 
эадается координатамн ряда точек М, (хи, у!), М: (хз, у:) п 
т. д принадлежащих ей, и еслн нэаестио, что криаая эта 
относнтся к классу политроп, то для нахождения ураане- 
ния ее строят а системе Оу точки №, М. ит д, коорлн- 
ть которых яаляются логарифмами координат точек М,, 

2Ипгд 

Еслн рассматрнааемая эмпирическая криаая дейстан- 
тельно принадлежит к классу политроп, то а системе 
точки №, № мт. д будут лежать на одной прямой, угло- 
аой коэф которой н определит аеличину покаэателя та 
ураанении искомой политропы 

Если же а снстеме Юз получится не прямая, а ломаная, 
то по способам, излагаемым а курсах приближенных аычн- 
слений, эаменяют эту ломаную некоторой аспомогательной 
прямой, от которой полученная ломаная отклоняется не- 
эначительно и получают, таким образом, для данной эмпн- 
рической крнаой аесьма блиэкую апалитическую форму а 
анде ураанення некоторой политропы 
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5. ЦИКЛИЧЕСКИЕ 
КРИВЫЕ. 


Циклоилда. 
Вывод уравнения 


Кривую, называемую циклондой, можно рассматрн- 
вать как тразкторию точки, лежащей ина окружности круга, 
который катится по некоторой прямой. Исходя из этого 
определения, получим параметрические уравиения циклоиды 

Пусть в начальный момент точка, описывающая цикло- 
иду, иаходилась в иачале координат, а через иекоторый 


промежуток времени заняла положение М (х, у) (черт 94). 


Л 
Черт 94 


Обозначим угол МСР, на который повериулся круг 
через { и примем зтот угол за параметр. 


Тогда х = ОР — ЗР = ОР — ММ, 
ио 

ОР = МР = а 
Г 

ММ = 25111 


и, следовательно: 


х = а — ат 
подобно этому 
у = М$ = СР — СМ, 
ио 
СР=а и СМ№=аСо5 + 
и, следовательно у=а—аСо0${ 
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Таким образом получены следующие параметрические 
уравиения циклонды` 


х=а({ — За 9 
у=а(1— Со$0 


Исключая параметр { мы придем к уравнеиню цикло- 
иды в декартовых координатах. 


х=аагс Со = И2ау — у: 


при зтом зиак -- соответствует подинмающейся части 
арки циклонды, а — опускающейся части ее. 

Из этого уравииния видио, что циклоида отиосится 
к классу трансцендентных кривых 


Форма циклонды. 


Исследуем несколько подробнее форму циклоиды. 
Легко видеть, что после полиого оборота производящего 
круга вычерчивающая точка сиова окажется на оси х-ов, 
как и в начале движения и т. © одна ветвь кривой будет 
описана, При дальнейшем движении производящего круга 
будет вычерчиваться вторая ветвь, затем третья ит д. 
Таким образом, циклонда, вообще говоря, будет состоять 
из ряда ветвей, число которых равио часлу полных 060- 
ротов производящего круга. Из геометрических сообра- 
жений легко ‚акже усмотреть, что наиболее высокне точки 
циклонды—вершины будут соответствовать зиаченнем пара- 
метра, равным х, 3х, 5к.... (2к--1)х, значение ордииаты 
для каждой из зтих точек равио 2а—диаметру произво- 
дящего круга 

При значении параметра равных 0, 2*, 4=,. . 2Жх со- 
ответствующие ординаты равны 0. В зтих точках коичается 
одиа ветвь циклонды и начинается другая. Покажем, что 
зти точки являются точками возврата 1-го рода. 

уг ал 1 


Так как У Ам. то, очевидио, условием 
4х х а—аСо0$4 
существования 0с0бой точки будет 


ап =0 
а—аС0$ ( =0 


Но эти уравиения удовлетворяются, как раз, значениями { 
равиыми 0, 2*, 4*..... 2Кх. Таким образом точки, соот- 


Цинленда 


ветствующие этим значениям параметра, действительно 
являются особыми точками. 
Раскрывая неопределенность по правилу Лопиталя, 
имеем 
ап Соз{ 
— =оо 
а— а Со { У ыкя ' 


таким образом угловой коэфициеит касательной в особых 
точках циклонды равен со, а зто показывает, что каса- 
тельная перпендикулярна к оси х-0в и является, очевидно, 
едииственной касательной, которая существует в особой 
точке, а в таком случае зта особая точка н будет точкой 
возврата первого рода. 

сследуем кривизиу циклоиды. Обозиачив радиус 
кривизиы через К, имеем 


Ит 


Зе ] 
_ @-у:")% _ (1— Со] _ _ 
Г 1 —— 


Уз есь Е а, 
а(1 — Соз 0: 


—=— 2аУ 2—2051 = — аби -.-. 


Отсюда видио, что наибольшие зиачения радиус кривизиы 
будет иметь при тех значениях парзметра, при которых 


За =, таким образом зти значения будут х, 3х, 5*. 


.... (2К- Юл и, очевидно, при этих зиачениях соответ- 
ственно кривизиа будет наименьшей (эти зиа- 
чения соответствуют вершинам циклонды), наоборот, в 
точках, соответствующих зиачениям параметра 0, 2х, 4= 
... ЭК радиус кривизиы будет нанменьшим и, следова- 
тельно, кривизиа—ианибольшей 


Геометрические свойства циклонды. 
Рассмотрим теперь иекоторые свойства циклоиды На- 


зовем угол, составленный касательной к циклоиде с полож. 
напр. оси х-ов через а, тогда 


1 
И ВНЕ 2 


9х а—аСозё _ от — 
2 


ЖДинлонда 


{ х + 
= Св — = Т8| — — — 
> «(2 >) 


Таким образом 


ио иа чертеже 95-0м видио, что прямая КМ, проходящая 
через вычерчивающую точку М и наивысшую точку М 
производящего круга, составляет с осью х-ов угол 


Ре ИИ 


а в таком случае зта прямая и будет, очевидио, касатель- 
ной к нашей циклоиде в`точке М. 
Так как МР 1 МК, то, 


м очевидио, МР является 
нормалью к циклонде в 
точке М. 
м Таким, образом мы 
установили следующие 
свойства касательной и 
иормали к циклоиде. 


ре касательная к цик- 
р лоиде проходит 

всегда через высшую 

Черт 95 точку  производя- 


щего круга, а нор- 
маль — через его инзшую точку. 

Эти свойства позволяют легко и быстро строить каса- 
тельную и иормаль в любой точке данной циклоиды. Оче- 
видио, для зтого достаточно провести через зту точку 
окружиость производящего круга и провести прямые- 
©дну—проходящую через данную точку и наивысшую точку 
окружности, а другую— через данную и наииизшую точки 
окружиости произ. круга. Первая прямая будет касатель- 
иной, а вторая—иормалью 

Отметим еще некоторые интересные свойства циклонды. 

Определим длииу иормали циклоиды: 

—5 пе \: гео 
М=уй1 = а (1 — Соз4 у! (-) =2а$ т — 
УИ! -у (1 — (059 Ре о 


Но если вспомним, что радиус кривизны циклоиды 
4 
= —4а т — 
2 
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то тотчас приходим к заключению, что 
18 ==21М| 


Т е, что радиус кривизны циклоиды в данной 
точке равеи удвоенной нормали для зтой 
точки 

Отсюда следует, что построив для даниой точки иор- 
маль, как было указано выше, и продолжив зту иормаль 
на расстояине, равиое ее длиие (черт 96), мы получим 
радиус кривизны для данной точки (МЕ—радиус кривизны, 
точка Е—центр кривизиы) 

Из чертежа хорошо видио, что поднормаль ЗР 
точки М является прозкцией радиуса, прове- 
дениого в точку М, иа ось х-ов 


Эволюта циклоилды. 


Определим теперь, какую форму будет иметь зволюта 
циклоиды. 

Известно, что парамет- 
рические уравиения зво- 
люты суть 
_ У’ ау”) 


ё=х 
у 
1-+ у 
ке 


Для нашего случая 


‚_ Эм 
У 1 со 
и Ге 1 
ег а(1 — Соз 
подставляя, имеем 


убедиться в том, что полученная звалюта является цикло- 
идой, напишем ее уравнения по отношению к новым осям, 
которые параллельны прежним, ио начало которых нахо- 
дится в точке (—а*, —2а). 

19 


Цинлоида 


Имеем формулы перехода: 


Е =х, — ак 
1= у, — 2а 
= —я 


подставляя в уравиение эволюты, получаем 
х; — ак =а[4 —*- Я п (6 —*)] 
У: —2а= —а | — Со (+ —*)] 


или окоичательно | 
—=а(: — Эт) 


у =а (1! — Соз&) 


Отсюда следует, что зволюта циклфиды представ- 
ляет собою гакже ` 

пиклфоиду, равную 
данной, ио сме- 
щениую относи- 
тельно даиной па- 
раллельиым пере- 
несением ина 2а 
вниз ни ина ат вле- Черт 97 
во (черт 97) 


Длина дуги ‘циклонды, пяощадь инт п 


Определим иекоторые характерные для циклоиды ве- 
личииы, как то: длииу ветви циклоиды, площадь, ограин- 
чиваемую зтой ветвью и осью х-0витд 

Длина ветви циклоиды 


5 [вече р 2а5и >= ва. 


таким 0бразом длина одной ветви циклоиды 
равиа четырем диаметрам производящего 
круГ’а (Теорема Архимеда) 

Площадь, ограниченная ветвью циклоиды и осью х-ов 


„2ка 2 
и= ] уёх =а ] (\— С0$ 2 4 =3Злаз (теорема Галилея), 
© 


т. е площадь, ограничеииая одной ветвью 
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циклоиды, равиа утроениой площади пропз- 
водящего круга 
Объем тела вращения циклоиды около оси х-ов. 


ка 2 
аа Гумкяяа / (1— С05 1): 44 = баз аз 
Е] [1 


Пове рхиость тела врашеиия циклоиды около 
оси Х-ов 


Объем тела вращения циклоиды около оси у-ов: 


За 2 
%=* | х24у = ак [ ({— $1): ЗЕЕ = 63 аз. 
| [3 


Пове рхиость тела вращения циклоиды около оси 
у-ов 


Я а 6, _ 32 
Р=2 | хака | ({— 51 т каз. 
[] [1 


Вычислим, наконец, объем и поверхность тела враще- 
иия циклоиды вокруг своей оси Для зтого перенесем 
предварительно начало коордниат в точку (0, ах), чтобы 
ось у-ов совпала с осью циклоиды, тогда уравиения цикло- 
иды запишутся в виде 


х=а((-+- $1), 


у=а(1-- Со51) 
и, следовательно 
Объем тела вращения циклоиды вокруг своей оси: 


+ах к 
у=* [ука /] (1 Со еае а" (не — 16) 
-ак ® 


Циивендз 


Поверхиость тела вращения циклоиды вокруг 
своей осп: 


+ах к 1 4 
Р— 2 | х4з = Эка | (++ 50 2а Соз = (-- 3}. 
ак $ 


Заметим еще, что цеитр тяжести ветви цикло- 
4 
иды имеет коордииаты ( ха, з). а цеитр тяжести 


площади, ограниченной одной ветвью циклонды, имеет 
координаты (ха, а 
6 / 


Построение циклоиды. 


Рассмотрим построение циклонды при помощи циркуля 
и лниейки 

На прямой выбираем точку А и проводим окружность, 
касательную в зтой точке данной прямой (черт. 98). От 
точки А откладыва- 
ем по прямой от- 
резок АВ, равный 
длпие окружности, 

Делпм — окруж- 
иость и отрезок на 
8 равных частей 
(вообше иа п час- Черт 98. 
тей) Через точки 
деления окружиости проводим прямые, параллельные пря- 
мой АВ Переносим точки деления с отрезка АВ иа лииию 
центров. Из точек 1, 2, 3 ит. д. делаем радиусом, равиым 
радиусу нашей окружиости, засечки соответственно иа 
1-й параллели, на 2-Й и т. д. Точки Мь, М», М, ит. д. 
будут принадлежать циклонде. 


Г ыы 


Мехапические свойства циклоиды. 

Циклоида явуяется одной из интересиейших кривых, 
обладающих рядом замечательных свойств. Недаром многие 
математики Х\УП-го столетия специально занимались изу- 
чением никлоилы. р 

К перечислениым уже выше геометрическим свойствам 
циклоиды добавим некоторые ее механические свой- 
ства предположим, что мы нмеем желобок в форме 
циклоиды, как указано на рис 99. 
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миклеада 


Определим, пренебрегая трением, время, в течение ко- 
торого шарик, положенный в точку М, скатится до инз- 


2 А тлиыя № иазтагл маноКы 
шеи точил < нашего желоска. 


Пусть уравиеине данпой циклопды: 
х ==`а (1 — Зт() 
у= —а(1 — Соз!). 
Положим, что точк@ М пмеет ордипату уе, и зиачение 


параметра, ей соответствующее—&, а иекоторая точка М 
имеет коордпиаты 


х, у и соответству- ' /] 
юшее пы зпаченпе Ач . =“ 
параметра 1 


Тогда шарпк, Е №14. 
скативеись пз точкп 
р в М, поппзптся Черт, 99. 


№ =у —у= — а(1 — Сов )-На(1 — Сов) = а (Соз{—С054) 
Но из физики пзвестпо, что прп падеппл тела его скорость: 
у=128 8 
п, следовательно, для пашего случая: 


у= Ува (Сов 1 — СозЪ). 


Так как, с другой стороны, 


—: & . 
ат,” 
то получаем: ь 
_@3. а (Со: — 05%), 
ат =У2ва ы %), 
но @= 225 > &, 
следовательно, 
25 @ 
— "=, 
Чткуда: 
аш — & 
ЧТ = 9. 


*) где Ф—время. 
Сэазезов Замечательные кривые °Ю $45 


Щинязнаа 


и, следовательно, 
Г. 


Тт=_—2а. № 
у 288 У Со3{—(С 03% 
Иитегрируя, находим. =. 
Т=< и= 
|4 . 


Из полученной формулы видно, что время спуска 
шарика вовсе ие зависит от его начального 
положения иа желобке, и, очевпдио, два шарика, 
из которых одпи скатывается из точкп,М, а другой пз М, 
окажутся в точке Кв одии ин тот же момент. 

Из всех крпвых этим замечательным свойством обла- 
дает только циклоида. 

Скатившпсь в точку К, шарик, двигаясь по ннерцип, 
будет продолжать движеипе, н если предположить отсут- 
ствие тренпя, то, очевпдио, через такой же промежу- 
ток времеил, который ему понадобился, чтобы скатиться 
из МвК, ои подипмется до точкп М,, иаходящейся иа 
одиой высоте с М. 


Итак, через промежуток времени Т, = 2 а шарик 


окажется в точке М,, а затем через такой же промежуток—в 
точке М, затем сиова в точке М, ит. д. Таким образом мы бу- 
дем иаблюдать так называемый Циклоидальный маятиик 


< пернодом колебания То = 4х и г $ прп этом из выше- 


полученных результатов следует, что перпод этот совер- 
шенио ие завпсит от амплитуды (свойство изо- 
хронности). 

Опять подчеркиваем, что подобным свойством обла- 
дает лишь циклоидальный маятиик. 

Для маятинка, двигающегося по дуге окружности, свой- 
ство изохрониости будет оправдываться лпшь для иеболь- 
ших аыплитуд, так как при этоы условии дуга окружностп 
будет мало отличаться от дуги цпклопды: 

Для уменьшенпя влияния трения цпклопдальный ' маят- 
иик лучше устропть не в впле желобка, а как показано 
на черт. 100. Циклоида вырезана из деревяпиой доски, 
шарик подвешан на нпти В точке возврата циклопды п, 
как легко заметить, прп раскачиваиип этот шарик будет 
двигаться по циклонде, являющейся эвольвептой цикдоиды, 


1% 


Цинлонда 


вырезаниой из дерева (черт. 100) 
Впервые циклопдальный маятипк построил Гюйгеис в 


1673 г, оы же ломазан, что иикябила аоластся © 
Фи то ци 


93 г, же доказал, клонда является единствен- 


ной кривой, по которой точка совершает изохроиное коле- 
банпе 

Циклонда имеет еще 
другое замечательное свой- 
ство. Когда И. Бериуллп 
поставил себе задачу иайти 
такую кривую, вдоль кото- 
рой движение матерлпаль- 
иой точки под действием 


р У ТТИ чел лдь 


постолиного успорения ох И ®. 
силы тяжести происходило аа 
бы в самое короткое 
время, то о©и получил 
циклопду. (Циклоиду в данном случае называют брахи- 
а от греч. брахистос—кратчайший, хроное— 
время). 

Заметио еще, что заряженная электричеством частпца, 
попадая в наложениые друг на друга электрпческое и 
магиитиое поле.движения по крпвой, при ближайшем пс- 
следовании является циклопдой. 

Отметим в заключение, что и в строительном деле мы 
можем встретпться с циклоидой—арки сводов в некоторых 
‹<лучаях очерчпваются по этой замечательной кривой. 


Трохонды. 


Выше было отмечено, Что циклонду можио рассматрп- 
вать как траекторпю точкп, лежащей на окружностп круга, 
который катится по прямой. Но точка, вычерчпвающая 
цлклоиду, может лежать и вие окружиостп катящегося 

у круга, оставаясь жестко 


связанной с этим кругом, 
7: на расстоялпп 4 от его 
центра. 


—ыыА—— В этом случае мы по- 


Черт, 101 лучим частные виды цик- 

лопды: так иззываемые 

укорочениую цпклопду (при 4<а) (черт. 101) и 
чт 


удлпненпую цпклоиду (цри 42 (черт. 102). 
равцения укороченной п удлиненйой _цАклОИд а 


лвл эм“ тат ва ма ЮЗ 
в уча обыиь мые 


водятся тем же путем, как 
р: 
— 
Черт. 1082 
циклонды. Они будут следующиыи: 
х = 21 — (51 
у=а— 4 Се! 


Укороченная и удлинениая циклопды называются трохо- 
идам и. 


ЭПИЦИКЛоОИЛЫ. 


Эпициклопдой пазывают кривую, являющуюся следом 
точки, лежащей на окружностп некоторого круга, который 
жатптся без скольженпя по окружностп другого круга. 

Получим параметрическпе уравиеипя эппцпклопды. 

Полагаем ралпус иеполвижного круга равпым а, а радлус 
производящего круга равиым ша, где ш—некоторый коэ- 
фипциеит и может быть, вообще говоря, любым 
числом (черт. 103). 

Угол, составлеипый раднусом 
СМ и радиусом, проведеппым в 
точку касания иашпх кругов, 
примем за переменпый параметр 
и назовем 1, тогда ММ = ап\, 
^М$ =`/„ММ =ап\ и, следова- 
тельно, 7 №МО$ = ви. 

Имеем 


х = ОР = ОЕ-- МК = 
= (ата) Соз пи +- шаЗм.КСМ 


ет «КСМ =Ят ( — ОСЕ) = 
= т ( т “) = — С0$ 4-Е и), 


следовательно, 
х = (а -|-- та) Соз п! — шаСоз ({-- п); 
Подобио зтому 
у= СЕ — СК = (а-{ та) Эт 14 — таСоз КСМ, 


Черг 103 


Ио. 
Соз С КСМ = С05 (1— ДОС = 
= Сев (+ +50 0+ п); 
тогда* 


С у = (а-{- та) Уп п! — ша т (41-Е п). 
Итак, окопчательно имеем следующие параметрическе 
уравиеиия эппциклоиды: 


Х === (а -|- ша) Со5 {1 — та Соз ((-- п) 
у = (а- ма) 5 п4 — ша Зм ({-- т) 
19 


Злациняснав 
Форма эпициклонд. 


Фооыа оэпиппилоилы в кажлоы отлельиом случае 2а- 
э нонды каж учае за 


виспт от зпачения т, и так как это зпачение может быть 
любым положительным числом, то можио себе предста- 
впть, какпм богатством и разпообразием форм обладает 
класс эпициклоид. Можпо заметить однако, что каждая 
эпициклоида должиа состоять из ряда ветвей, опирающихся 
своимп коицамп на окружность неподвпжного круга и’ со- 
ответствующлх полпым оборотам производящего круга; 
при этом, очевидио, колпчество этих ветвей должно рав- 
ияться числу оборотов, которое делжен сделать проиэво- 
дящий круг, чтобы вычерчавающая точка пришла в ту же 
точку на неподвижиом круге, в которой она была в иа- 
чале движепия. Но так как длииа окружиости произво- 
дящего круга составляет от длпиы окружиостп иеподвпж- 


иого круга часть, равную т = (ле т — несократимая 


дробь), то, очевидиовопрос о колпчестве ветвей эпицпк- 
лонды сводптся к вопросу о том, сколько раз нужно по- 


вторить слагаемым дробь т, чтобы получить наименьшее 


целое число. Ясно, что для достижеипя этого дробь -Р. 
$ 


прпдется повторить слагаемым $ раэ. Такпы образом каж- 
дую эппциклоиду можио считать состоящей 
из $ ветвей. 

Если угол п обозиачить через ф 


ф= ви, 
то можно определпть значение угла ф, соответствующего 
точке эпициклопды, иаиболее удаленной от цептра. 


Очевидпо, для этого достаточио положить, { равиым 
(2к--1)к, тогда получим искомое значенпе угла $: 


Ф= (2к-- мщх. 


Совершенио необходпмо остановиться на особениости 
формы эпиппклоилы. соответствующей значению т, равпому 
пекоторому несоизмеримому чпслу. Решая вопрос о 
колпчестве ветвей, для этого случая мы пе сможем ука- 
зать, сколько раз иужпо повторпть слагаемым т, чтобы 
получпть целое чпсло, ибо, суммируя иррациональные числа, 
мы сиова получпы пррацпональное, ‘а это говорпт за то, 
что прп несопзмерпмом значеппи т вычерчпвающая точка 
никогда ие придет в свое первоначальное положение на 
0 


Заниниланра 


окружностн неподвижного круга, н эпнциклонда будет 
представлять собою незамкнутую кривую, состо- 


я тат шла Кллинляелиндел мланинлллнал вала 
уг п. чу ъ зп хяозосчкеа рчкохп 


Заметнм, что в этом случае эпнциклонды оказываются 
трансцендентнымн кривымн, при рациональных же 
значеннях ш онн являются алгебранческимн кривымн. 


Эпитрохоилы. 


Еслн вычерчнвающая точка будет лежать не на окруж- 
ностн промзводящего круга, а вне нлй внутри его на рас- 
стояний 4 от его центра, то при движений производящего 
круга образуются так называемые удлншенная эпици- 
клонда прн 4`> та н укороченная—прн 4<та (чер-* 
теж 110). 

Удлпненная п укорочентая эппцшклонды называются 
эпнтрохопдамн. 
Их параметрические уравнення таковы: 


х = (а- та) Соз п! — тд Соз (& - т) 
у == (а-{+ та) Эт п — ша шт (4-1). 


На чертежах 104—110 нзображены эпнцнклонды, соот- 
ветствующне частным значенням т, на чертеже 110 нзоб- 
ражемы слева—удлиненная эпнцнклонда, справа—укоро- 
чепная. 


Геометрические свойства эпициклонд. 


Рассмотрим некоторые, общне для всего класса эпнцнк- 
лонд, свойства нх. 


Определнм прежде всего угловой коэфнцнент касатель- 
ной к эпицпклопде. 


Так как 

хг’ = ат (1 + п) (бл (1 + ш)#— * р 
— тм п = 

ы п 1 

== ат (1--т) Зт о сов 5}! и [2Е/ 


у ат т) И Е 
Е ( + з) ь Черт 11. 
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Знннявидо 
то: ен (+5) , 


откуда: ] 
= та +. 
а (7 + о ) 


Но пз чертежа 111-го впдво, что прямая ОМ, проходя- 
щая через точку О—дваметрально протввоположвую точке 
касанвя кругов н через вычерчивающую точку, составляет 


с осью х-ов угол, который равен "+ (как внешпий!), 


а 
ной к эпнциклонде в точке М. 

Таким образом касательвая к эпнцвкловде обладает 
свойством, аналогичным свойству касательвой к цикло- 
нде, а именно: касательная в вычерчнваю щей 
точке эпюцнклопды проходнт через точку 
пронзводящего круга, днаметрально-протнво- 
положшую точке касавшя кругов. 

Отметнв это обстоятельство, легко постронть прн по- 
мощн циркуля н лннейкн касательную в любой точке эпн- 
циклоиды. 

Далее шз чертежа непосредственно ввдво, что ВМ ОМ, 
а в таком случае ВМ будет являться, очевндто, для точкн 
М —пормалью; такнм образом оказывается, что нормаль, 
проведенная через вычерчпвающую точку, 
проходшт через точку касанпя кругов. Это 
позволяет нам быстро постровть нормаль в любой точке 
эпнциклонды. 

Отметим дальше, что подобно тому как эволюта цикло- 
вды является также цвклондой, однпаковой по размерам 
с данной, так н у эпнцикловды эволюта является также 
эпнциклондой, но не равной, а только подобной данной. 

Покажем это: параметрические уравненвя эволюты для 
кривой, заданной в параметрической форме, пмеют внд: 


г ху ч=у-х хз уе 


ху" — ухе ° 
Для нашего случая: 
хе’ =22а1 (1 + т) 5т © Соз(т + 1, 
2 \ 2; 


а н + ‚1 
уг = ат (1 -- м) Эт 7 9 (+ 2) 
1532 


Зизнинение 


р хз + уз ==4а3 т (1 + т): Зз > й 
так как 
х1” = ат (1 + т) ((1 -+ т) Соз(1 -Е т) { — т Соз п] 
уг = ам (1 -Е т) (1-Е т) $ (1 т) — т За т, 
откуда: 
же’ уе — уе хе == Заз ша (1 + ш)з (1 2т) ит = | 


то: 
Зет). Соз пи 


1-+2т 1+2 


+ 
Е 
) 
) 

+ 

8 


Е — 
$ = 


а(1 -+ т) 5 ат <. 
= та тт. 
= = п (-- тд 
Как видно нз полученных уравнений, эволюта действн- 
тельно является эппциклондой, но смещенной отпосвтельпо 
данной (таф как знакн не совпадают!). Преобразуем по- 
лученные уравненпя, предположив, что осн коордннат по- 
вернуты ва некоторый угол «, тогда: 


= се чела аа) 
х={Соба—тЭта 1 -2т Соз (пи - а) 
+ т Со (Е шё- <], 


1+2т 
утесе ВСЕ (ин +) + 
ат 
ар (Е ча. 


Располагая величнной а, полагаем «= шх н обозпачаем 
п -- < через шх, тогда Е п! Ка = к *—*. 
одставнв, получим окончательно 


а(1-+ т) Аи: ат л_ 


х= 1-2 ры 
у—- ам). эт пи — — 2 т м"). 
1-2 1-2 


Итак, пз найденных уравненнй следует, что эволю та 
эпнциклонды представляет собою также 
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Эвонуиклендь 


эпнинклоюду, подобную данной (так как отно- 
шенпе раднусов кругов для полученной эпициклонды такое 
же, как и у данной, равное т} н смещенную стис- 
снтельно данпой эпицикловды на угол а=тх. 

Воспользовавшвсь полученными выше выраженнямн 
для хз -- уе в для хе уг’ — уг хе, найдем раднус криви- 
зны для эпициклопды. Имеем: 


+ 1% 


и и 


ожуе уе хе 2аз т? (1 + т): (1 > 2щ) $ - 


® 
_ 4ат (1 м) 1. 
о т ыы 2` 


Отсюда внднф, что нанбольшее значенир раднус крн- 
визны будет получать в точках, для которых # =960° К-- 
+ (—1} 180°; влв +{=360°К - (—1} 540°; следовательно, в 
зтпх точках кривая будет нметь панменьшур, кривизну. 
Наоборот, в точках, для которых {= 360°К, раднус крн- 
визны будет нанменьшнм, а, следовательно, ' кривпзна-— 
нанбольшей. 


Длина эпициклойды. 


Определнм теперь длнну эппцнклонды. 


Имеем. 
дк ры 
= Г Интфут а = 
о 


2х Е ие ИЕ 
5 ] и дания (1 ++ пу Зив -- 44 = ват (1 + п). 
9 


Итак, прн одном обороте пронзводящего круга вычер- 
чнвающая точка опишет дугу, равную 8ат (1 -[ т), а так 
как для получения всей эпнинклонды производящий круг 
должен обернуться, как было показано выше, 3 раз, то 
полная длпна эппциклонды = 8ат (1 + м) $. 


Построение эпициклойды. 


Для построения эпнциклонды по точкам можно посту- 
пить следующем образом. 
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Эпициилондо 


Откладываем дугу МО, равную длине полуокружностн 
производящего круга (черт. 112). Делнм зту дугу н окруж- 
ность производящего круга—каждую на 4 частн (вообще нап 
частей). Проводнм из лучт через точки делення дуги 
БМ н нз точкн же О, как пз центра, проводим через точки 
делення полуокружностн пронзводя-, 
щего круга концентрическне дугп. За- 
тем рэднусом, равным радиусу пронз- 
водящего круга, делаем нз точек 1, 2, 
3, 4 засечкн соответственно на первой 
Ч Я дуге, на второй нт д. 
Точкй М, №, М, № н № будут точкамп 
вычерчнваемой эпнициклонды 


Карднонда. 


Остановимся дальше на одной вз нанболее часто встре- 
чающехся форм зпициклонд, соответствующей значенню 
т —=1. Эта иривая носит названне кардношды (от греч. 
харма—сердце). Полагая в общих параметрических уравне- 
ниях эпнциклонд ш=1, получнм параметрическяе урав- 
нення карднопды в следующей форме: 


х = 2аС0$1— аСо$ 2%, 
у:= 2а Эт { — а5 2% 


Найдем теперь уравненне кардвонды в полярной форме. 
Пусть А—полюс н АМ—радпус-вектор точек М (черт. 113). 
Так как четыреугольннк АОСМ—равпобедренная трапеция, 
то амплнтуда точки М угол МАх =. Тогда. 


=АМ=У(©М— АО): ММ: 
нлн. 
р=У(х— а): - у:. 


Но значенте хан у легко 
получить йз параметрических 
уравнений кардновды, еслп 
заметить в нпх Соз 24 через 
2С0$81—1, а Эм через 
29$1Соз4. Имеем: 
х—а=2а(С0$1(1 — Созй) 


у = 2а $04 (1 — Соз И. 
Подставляя, получвм: 
Черг 113. р=2а(1 — Со$) 
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Злененяовдо 


Техово уравнемпе кардионды в полярпой системе, 


а заменив в пем р через Ухз-- у? в Соз! через утери 
получны немедленно уравненне кардвоиды в декартовых 


жоордвнатах: 
хз уз-- 2ах =2а У хз-руз 
Свойства кардионды. 


Ясто, что карднонда, как частный случай эппцикловд, 
„будет обладать всемн геометрическвми свойствамп этого 
<бтирного класса кривых, рассмотренных выше, но ова 
будет иметь некоторые, только ей присущие, свойства. 

Определяя угол между касательной в раднусом-векто- 
ром точки касання мы, пользуясь известпой формулой, 
получны 


отсюда 


н, следовательно, угол, образуемый радпусом:-век- 
тором ‹с касательвой в некоторой точке кар- 
днонды, равен половнше угла, образуемого 
радтусом-вектором с полярной осью. 

Затем интересно заметить, что кардпопду можно рас- 
сматривать как кривую, полученную следующям постро- 
енвем: через точку О проводвм луч, который пересечет 
окружность в точке $; отложим от точки $ влево н вправо 
отреэкн ЗМ н $М (черт 114), тогда можно утверждать, что 
точкн М н № прпнадлежат 
карднонде 
В самом деле имеем: 


ОМ = М$- 50, 
Нл 


р = а Е 2а Соз (я —#) 
нлн, окончательно, 
р = 2а(1— Со$ 1, 
но это—знакомое нам поляр- 
ное ураввенне кардпонды. 


Заметнм далее, что еслн 
Черт 114 через точку М кардвонды 


30 


Заквуаанынал» 


проведем прямую МЕ ТОМ, то эта прямая будет касатель- 
пой к кругу, радтус которого == 2а (так как, опустпв нз 
точкн Р перпендикуляр РК ва прямую МЕ, мы замечаем, 
что длнпа этого перпендикуляра =2а). Но так как по- 
добное построенве можно осуществить для каждой точки 
кардионды, то, очеввдно, карднопду можно рас- 
сматривать как подэру круга с раднусом, 
равным 2а оттоснтельно полюса О, т.е как 
геометрвческое место точек, служащчх оспованнямн пер- 
пендпкуляров, опущевпых пз полюса О на все касатель- 
ные к указапному кругу 

Выше мы уже отмечали, что эпнциклонды обладают 
особымв точкамн. Покажем, в частностй, что кардпонда 
обладает точкой возврата в начале координат. 


а 
Иэвестно, что в особой точке Ч =-5.ю для нашего 


[1 
случая: 
4у _ уг — ©0951 Со. а) 
4х хх  Збюх ' 


таким образом особевпые точкв могут появнться для та- 
ивх значений +, которые удовлетворяют одновременно 
уравнепням: 


Со 1 — С9524=0, 
— Эт $8 24 =0: 


Легко впдеть, дто этв ураввения удовлетворяются при 
=0, 360’, 360° 2,....360° К,“ это показывает, что в на- 
чале координат ((=0) мы получаем особую точку. Рас- 
крывая неопределенность выраженвя (1) по правнлу Лопн- 
таля, вмеем. 


С08 {— (оз _ _— 54+ 2504 И 
— тт — Соз+-{ 2С03 24 къ’ 


а это показывает, что вначале карднонда нмеет еднн- 
ственпую касательную-—0ось х-ов, но налвчве единст- 
венной масательвой в огобой точке показывает, что лан- 
ная точка является точкой воэврата. 

метим еще одно геометрвческое свойство карднонды. 
Выще мы показали, что кривизна эпицикломлы выражается 
следующим образом. 


1--2т 


ьк=— 
ти 


р 
для кардпонды, полагая Ш = 1, получим 


К= З 
За Зв —’ 
а п- 


(2) 


чо из полярного уравнення кардириды находны, что: 
= —-; 
подставляя в (2), пмеем: 


3 2Уа - 3 
=_= м МмМ= — ; 
К ух Мь где УЕ 
Длина дугн кардионды, площадь ее и т. п. 


Вычислюм некоторые характерные для карднонды велн- 
чины, как-то. длину кривой, площадь, ограннчиваемую ею, 
н т. д. 

Мы уже показалн, что длнна эпициклонды $= 8ат (1-м), 

Полагая п ==1, находнм длнну кардпопды $ == 16а, т. 0. 
длина карднонды равна зосьмн днаметрам 
пронзводящего круга. 

Определяем площадь, ограниченную карднондой: 


1 ^* тк 
0=2 +/ на 4а [ (1 — С05 93 44 = бкар, 
[т © 


т. е. площадь карднонды равна ушестеренной 
площадн производящего круга. 

Определим поверхность н объем тела вра- 
щения кардвонды вокруг осн х-ов. 


ый 
® % 


и 7 + + + ._ 128 
= з — — — — ——— 
2к ] 4а За о „Эт г Соз г 4а т г $ 5 жа? 
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\!=объему от вращення площади АВСО— объем от вращения 
о 
площадн Зы у: 4х = к ива [чи 


Рай [ узах=* ] (Фазт1— а5щ 20 (—2а ни--2ат а = 


т. е объем, полученный 
от вращення карднонды 
вокруг осн х-ов, равен 
объему 16 шаров, с радп- 
усом, равным раднусу про- 
нзводящего круга. 


Применения эпицеклойд. 


Прн нсследованнн вопросов 
ютраженпя н преломлення све- 
товых лучей мы встречаемся с 
кривымн, котерые прн блнжай- 
шем нзученви оказывеются эпн- 
цнклондамн. 


Черт 15 


Пусть на поверхность сфервческого зеркала падает 
пучок параллельных лучей. Найдем огнбающую отражен- 
ных лучей, которая, как нзвестно,'мазывается катакаус- 
тнкой. 


Отразввшись в точке М (чер- 
теж 116), луч будех нметь сле- 
дующее уравненне- 


у— ат а ==4а 20а (х — а++05 а) 
или- 
хЭт 2а-— уСоз 2«=а та (1) 


Уравненне огвбающей полу- 
чнтся, еслп продиференинровать 


данвое уравненве по параметру 
& н, после этого, определить. х 
в у вз двух уравнений, которые 
мы будем пметь. Двферевця- 


руя, получны: 
9 


Звинавнла 
2х (08 23а --2у Эт 2а = аСога (2) 


Тогда ме уравненей (1) н {2) получаем па 


уравнения огибающей: 
х= 5 (2 Эта Зт 23а - Соза Соз 28), 


= и 2а С0з« — 2 Со 2а 5 а). 
Преобразовывая этй уравнепня, получаем: 


= сов Соё да, 


—.3а. Зта — -# За. 
4 4 


Из этнх уравмений ясво ввдио, что катакустнка яв- 
ляется эпнинклопдой, у которой н-, радвус непод- 


внжного круга равен половвне, а радиус пронзводящего 
круга—четвертй радвуса давного сфернческого зеркала. 
В частном случае, когда светящаяся точка помещена 
па окружноств в исследуется вопрос о форме катакустнкн 
дучей, отраженных от окружпостй (от ее внутренней сто- 
рены), то путем вышеприведенных выкладок приходят к 
уравнепню кардиовды, производящий круг которой 


нмеет раднус, равный З радвуса дантой окружностн. 


Эпяциклойды пмеют также большое значенпе в машнно- 
строевпи, нми пользуются там прв вычерчвванвв профвлей 
передаточных колес, но так как вопрос этот связан с крп- 
выми родственного эпициклондам класса гппоциклонд, то 
мы займемся пы дальше, рассмотрев предварительно 
свойства гипоциклонд. 


Перициклонлы. 


Среды кривых, образуемых катанием, одного круга по 
внешней частн другого, можно остановпться еще на одной 
групие. 

Предроложим, что круг катится по окружвостн неко- 
торого неподвижного круга, находящегося внутрн дан- 


ей 


Зяициняенда 


ного круга, Тогда некоторая точка М катящегося круга 
вычертнт кривую, относящуюся к классу кривых, называ- 
емых перициклоидамн. 

Получим параметрическне уравнення пернинклонды 
Обозначим раднус неподвижного круга через а, а раднус 
пронзводящего круга через та (черт. 117),—угол, па ко- 
торый повернулся пронзводящий круг через 1; тогда, вслед- 
ствне равенства дуг КМ н КО, угол КОх будет равен п. 


Но- 
ММ = тат 7 МСМ = 


— ша (ли — {) р) ити, 5) 
РМ =$С = ОСУ (я — п!) = : 
= (та — а) Зт пи. 
Итак 
у= мат (п! — )— м 


— (та — а) Зт ли 
Подобно этому 
х = ОР =5$Р + 0$. 
Но: 


$Р = СМ == ат Соз (пи — 
н 


Черт 117 


0$ = (ат — а) Со$ (х — пи) = — (ат — а) Со$ ви, 
следовательно, 
х = ат Соз (п4 — {) — (ат — а) Соз пи 


Итак параметрическне уравнення пернциклонды суть 
х = та Соз {пи — 4) — (ша— а) Соз пи, 
у = ша т {= 1) — (па— а) Эти. 


Заметнм, что тм всегда больше едвпяцы, 
При ш =2 перпцнклопда напомннает своей формой кардн- 
онду. 


Саззазь Замечательные кризые Г * 


ГИПОЦИКЛоИДЫ. 


Вывод уравнения. 


Кривая, называемая гнпоциклондой, является тра- 
екторней точкн, лежащей на окружностй круга, который 
катнтся без скольжения по внутренней стороне окруж- 
ностн другого, неподвижного круга. 

Выведем параметрические уравненпя гппоциклонды. 


Черт. 118 


Пусть раднус неподвнжного круга равен а, а раднус 
пронзводящего круга ша (черт. 118). Таким образом, отно- 
шение раднусов нашнх кругов равно т. Пусть угол, ва 
который повернулся производящий круг, равен {; тогда, 
вследствне равепства дуг ВМ н ВА, угол ВОА должен 
равняться п. 


Имеем 


Но 
ЗпхМСМ =5т |; —4 (= —= = Соз (п! — 1. 


к: 


Гелецинаснао 


Тогда: х = (а — та) Соз ли-- та Соз (& — пи) 
Подобно этому 


у= МР = 05 — СМ = (а — ат) Эт п( — та Соз 2 МСМ. 


Но 
Соз МОМ = Сов [в — пи) = 
| Л 
=— Эт (пи — 0 = т (— т). 
Тогда 


у= (а — та) $т пи — ат т ({ — т). 
Итак, мы получнлн параметрические уравнення гнпо- 


цнклонды в форме 
х = (а— та) Соз ли-- та Соз ({ — пи), 

‚ — Ил : 

ори ха —_4 


^\ с: в 4 
взау ГО & 338%. 


Форма гипоциклоиды. 


В снлу условий, определяющих гнпоцпклонду, следует, 
что м, вообще говоря, меньше единнцы, но так как чнсел 
меньших еднинцы бесконечно много, то, очевидно, н класс 
гнпоциклонд будет обладать громадным разнообразпем 


м 

Нетрудно вндеть, однако, что каждая гнпоцнклонда 
будет состоять нз ряда ветвей, соответствующих полпым 
оборотам производящего круга, н, очевидно, число этнх 
ветвей равно числу оборотов, которое должен сделать 
пронзводящнй круг, чтобы вычерчинвающая точка заняла 
то же место на неподвижном круге, которог она занймала 
в начальный момент Так как длнна окружностн пронзво- 
дящего круга составляет от длинны окружностн неподвнж- 


ного круга часть, равную м == - (где Е ‚ правильная 


лробь), то вопрос о колнчестве ветвей сводится к вопросу 
о том, сколько раз нужно повторнть слагаемым дробь 


г, чтобы получнть ближайшее к ней целое число. Оче- 


видно, $ раз Таким образом наша гипоцнклонда 
будет нметь $ ветвей 
Обозначим ХВОА через +, тогда 
ф = пи {1 
Определны, какнм значенням ф соответствуют концы вет- 
вей Очевидно, для зтой цели придется в формуле (1) 
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Рипецинаенда 


положнть {— Эх, тогда ф = т.2Кх, н в таком случае коицы 
дуг будут соответствовать значенням у, равным: 


т0х.0, т2х.1, т2*.2.......м9яК 


Заметны, что подобно эпнциклонде, гппоцнклонла будет 
замкнутой кривой лншь прн т рациональном. В случае 
нррационального т мы не сможем указать, сколько раз 
нужно повторнть м слагаемым, чтобы получить целое 
число, нбо от повторения слагаемым целое число раз 
нррациональное число остается попрежнему нррациональ- 
ным и никогда не сделается целым числом, что, как мы 
внделн, необходнмо для того. чтобы вычерчнвающая точка 
пришла в свое начальное положенне н чтобы крнвая, 
такнм образрм, замкнулась 


Гипотрохонды. 


Еслн вычерчнвающая точка лежнт вне окружностн 
пронзводящего круга на расстояннй @ от его центра, то 
получится укороченная гнпоцнклонда в случае 
4< та н удлниенная в случае 4`>> та. 

Укороченную н удлиненную гнпоциклонды называют 
гнпотрохондамн. 

Общее уравненше гнпотгрохонд может быть 
записано в следующей форме‘ 


Х == (а — та) Соз пи -- та Соз (4 — т), 
у == (® — та) Эт ш #+— та Эт (& — п). 


На предлагаемых чертежах 119—124 пзображены гнпо- 
инклопды, соответствующие некоторым частным значенням 
т; две последнне фнгуры нзображают правая—укорочен- 
ную гипоциклонду, а левая—удлниненпую 

Из этнх форм напболее оригинальна гнпоцнклопда в 
форме прямой лнинн, совпадающей с днаметром [прн т рав- 


ном >, гнпоциклопда имеет форму прямой (теорема Кар- 
дана). Она нмеет прнменепне в техинке, в так называемом 
гнпоциклондальном механнзме, а нанболее нзученной яв- 


ляется гипониклонла, соответствующая т —= —; она на- 


к. = О АН п О 


зывается астрондо’й; на каждой нв этнх форммы оста- 
новимся в дальнейшем, а пока рассмотрим нейоторые, 
общие для всего класса эпнцнклонд свойства них. 
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Черт 119 


т.$ 


Черт 12 


Черт. 123. 


2 
7-5 
Черт 122. 


Иривизиа гипоцинлонд 


Исследуем предварительно кривизну гипоциклоиды, 
а для этого иайдем выражение для ее радиуса кривизиы. 


Имеем вообще: 
_ зуб 
ож уг’ — у хе’ 
хе — — ат (1 — т) [т пи + $ ( — в] = 
| { 
=—2 1- п — —— 0}. 
ат (1 — т) Эт 5 сов (5 ") 


Но: 


З2ат (1 —т п)зи--Зи(-;-— п); 
хе’ = — ат (1 — м) (т Соз п (1 — м) Со$ (( — ш!], 
уг = ат (1 — т){— тм пе (1 — м) 5 (4 — п]; 


хе? +- у: — 4а3 тез (1 — т?) Зив > т 


хи уе" — уе хи = — аз (1 — ш')з (1 — 2щ) Зи? _ 
Тогда: 
[аа — па Зи 5] 
= 2 
-- Зазт? (1 — тр (1 — 2) $и*- 


и окончательно. 
_ _ Чат — т) 
а и 2 


Отсюда видио, что наибольшее зиачение радиус кри- 
визны гипоциклоиды будет получать в точках, для кото- 
рых: 


{ = 360°К -- (—1}*180°, или (==360°К - (—1} 540°; 


следовательно, в этих точках гипоциклоида будет обладать 
ианменьшей кривизиой и, иаоборот, в точках, для которых 
{ = 360°К, радиус кривизиы будет ваименьшим, и следова- 
тельио, кривизиа — иаибольшая. 
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Эволюта гипоциклоиды 

Покажем, что эволютой гипоциклоиды является также 
гипоциклоида, подобная данной и смещеииая отиосительио 
данной иа иекоторый угол. 

Имеем параметрические уравиеиия эволюты: 


ху ха уг? 
$=х—у # ГЕИ .’ я=у-Ех' та уг Га 
Хх уу — уж ХЕ уе —У ж 
Подставляя для нашего случая соответствующие выра- 
жения и упрощая, получаем следующие параметрические 
уравиения ЗВОЛЮТЫ ГИПОЦИКЛОИДЫ 


= аа. 
1— 2т 


ат 
Соз пи — жит Соз (( — м0, 


ч= ——— 1 о Н- = 91 — 10. 

Полученные уравиения иапомииают уравиения гипоцик; 
лоиды, но отличаются от иих зиаками иекоторых члеиов- 
для устранеиия этого поверием систему координат иа иеко- 
торый угол «, тогда 


х= = {Сова — таже р т оз (пи- а) — 


= Со [(1— тб — <]; 


у={Зта в а) — 
у = {За Ея Соз а. Зт (п - «) 


ат с. 
ви т [а — (( — т 0). 


Так как «—произвольный угол, то распорядимся его 


величиной, положив а— тя, и обозначим о\-Р а через тт, 
тогда 
а— ((— т =я-т — < 
подставляя, получим 
_-__ а— 


- ат 
х = РЕ С0$ шк ее 


Соз (< — <), 


1—2 1 — 2 м 


Из зтих уравиеиий следует, что зволюта гипо- 
циклоиды есть также гипоциклоида. подоб- 
иая даниой, ибо отиошеиие радиуса производящего 
и иеподвижиого кругов у иее также равио т, но сме- 
щеиниая относительно даиной иа угол ажшя 
{отношение подобия даииой гипоциклопды и ее эволюты 


) 


равно 


Длина дуги. 


Определим длииу гипоциклоиды 


$ = Г “у хе? -- уг? 4 = 2ат(1 — т ] "а > Ч вапц(1- п) 
9 © 


Таким образом, при одном обороте производящего круга 
вычерчивающая точка опишет дугу, равиую дат (1 — п), ио 
так как для получения всей гипоциклбиды производящий 
круг должеи обериуться, как мы показали, 3 раз, то длииа 
всей гипоциклоиды будет равиа 8ат(1 — т)з. 


Свойства касательной н нормали. 


Исследуем далее свойства касательной и иормали к 
гипоциклоиде Определяем угловой козфициеит касатель- 
ной 
Ш а= не 


хе 
Зап (1 — ш) Зап Зи (5- ы) 


Зап (1 — т) Соз(-— — п}. > 
\ 5 \ 5 7 $ 


или: > й. 
ча =— «( г аа ( ®— ин), ^ 

\ 2 1 \ 2 7 
откуда: 


Черт 125 


4 
= =— *, 
а=х от 
108 


Гивециияондо 


мо легко видеть, что прямая ММ (черт. 125) составляет с 
осью х-ов угол, который равеи- 


пи дОММ ==, 


а отсюда следует, что прямая ММ и будет касательной к 
гипоциклоиде в точке М; ио прямая ВМ | ММ (тэк как 
«ММВ = 90°, как опирающийся иа диаметр), следовательио, 
ВМ будет иормалью в точке М. 

Итэк мы устанавливаем, что касательная к гипо- 
циклоиде проходит через точку производя- 
щего круга, диаметрально противоположиую 
точке касания, а иормаль проходит через 
точку касания. Этим свойством пользуются при про- 
филироваиии зубчатых колес. 

Эти свойства подобиы свойствам касательной и иор- 
мали г: зпициклоиде и дают возможиость быстро постро- 
ить зти лииии в любой точке к даниой гипоциклоиде 


Построение гипоциклонды. 


Рассмотрим построение гипоциклоиды по точкам при 
помощи циркуля и линейки 

Откладываем дугу АВ, рав- 
иую полуокружиости произво- 
дящего круга (черт 126). Делим 
иа 4 равиых части дугу АВ и 
полуокружиость (вообще иа п 
частей). Проводим из О лучи 
через точки деления дуги АВ, 
из той же точки О проводим 
через точки деления полуокруж- 
иости  коицеитрические дуги 
Радиусом, равиым радиусу про- 
изволящего круга, делаем за- 
сечки из точек 1, 2, 3, 4, соот- 
ветственио ина первой коицеи- 
трической ы иа второй и 


М, №, М: булут точками вычерчиваемой 


гипоциклоиды. 
Астронда. 


Остаиовимся иа одной форме гипоциклоид, соответ- 
ствующей  зиачеиию т = р Получаемая при зтом 


Рилоцинленаа 


гипоциклоида называется астроидой (азив— звезда) 
Полагая в общих параметрических уравиениях гипо- 


циклоид т = — приходим к параметрическим уравиеиням 


астроиды: 
м аСоз3*— и. аСоз3х 
4 4 
у= За Эт < — 4913, 
где: 


1 


х = — 


4 


Пользуясь  тригонометрической формулой тройного 
угла, можио привести зти уравиеини к виду 
х=а(о0$8*, 
у=а$!? < 
От зтих уравиений легко перейти к уравиению астро- 
иды в декартовых координатах. 


х3 = а} Соз* ; х# = ай Соз? т, 
у} — ат ; уз = ай $ш? <, 
откуда после сложения 
хз + у} = а. 


Астроиду можио получить как геометричес- 
кое место точек следующим образом предположим, 
что прямоугольник, две стороиы которого совпадают с 
осями координат, деформируется так, что диагоиаль его 
остается все время постоянной, равиой. Геометриче- 
ское место осиоваиий перпендикуляров, опущениых из 
вершин угла противолежащего иачалу на диагональ прямо- 
угольиика, будет астроидой. 

Для доказательства зтого прииимаем угол, составляемый 
диагональю с осью х-ов, за параметр. Тогда: 


х = ММ =АМ Со31 =аСо3?4.Соз{ =аСоз: (; 
*7 — ААГ — №4.^ Сп - ==а С} пе, Спа Ста 


=—— зав => увы а $ — 88а % —— Я 58 
9 


Таким образом: 


190 
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Астроиду можно также рассматривать как оги- 
бающую прямых длиною а, опирающихся сво- 
ими коицами иа две взаимио перпеидикуляр- 
ные прямые (черт. 127) 

Покажем зто. Прииимаем за параметр угла а, составля- 
емый прямой с осью х-ов, тогда уравиеиие прямой будет 
в виде 

х Зпа— у Соза-- аСоза Зта=0, *) 
или, разделив иа СозаЖ 
Ша 
х у 


И : т 
— 3—5“ а—=ч. 


Со а Зта 


Дифереицируя по а, по- 
лучим 
хЭта т у Соза 
С0$? а За 


Исключая из зтих двух 
уравиений парёметр а, 
придем к Уравиению 
астроиды в виде 


3+ у = аз ) Черт 127. 


Воспользовавшись последиим предложением, можио 
получить изображеиие астроиды следующим образом иужио 
иасыпать между коордниатными осями песку и перемещать 
стержень постоянной длииы как было указаио выше; пе- 
сок при таком движении стержия разместится в форме 
астроиды 


Длина дуги астроиды, площадь и т п. 


Определим иекоторые характериые для астроиды вели- 
чины, как-то длииу астроиды, площадь, ограиичиваемую 
ею, ит. д 


в Ы 1 1 
$ = 8ат (1 — т) 4= 8а— [1— —}4= 
( ) а + ( +) ба 


длииа астроиды равиа шести раднусам произ 
водящего круга. 


*) ОМ = (—а2 Сов в) $1 (190 — а) = -- а Сова Зта 
3 


Типоциклонда 


Площадь астроиды 


® 
\ =. з р 3 
9 = Г у4х =? /] Заз 52 Е Соз 4 = ты 
р х 


> 
Поверхиость тела вращения астроиды (около оси х-ов): 


* 
го 3 
р [| ув =? / бжаз Сов За Ч т ках 
х, 9 


Объем тела вращения астроиды 


ь з 32 
У=* [ угах = ] Зка? Со$7 { Зи? {4 = —— каз, 
105 
Е: 2: 

3 


(@рименения гипоциклонды. 


Выше мы уже упомяиули, что зпициклоиды и гипо- 
циклоиды применяются в машииостроеиии при вычерчи- 
вании профилей зубчатых колес. В курсах кинематики 
механизмов доказывается Теорема Эйлера, согласио ко- 
торой профили зубцов должны быть таковы, 
чтобы общая иормаль в их точках соприкос- 
иовения всегда проходила через одиу и ту же 
точку иа линии центров. 

Среди кривых, удовлетворяющих зтому условию, наи- 
более удобиыми, являются зпициклоиды и гипоциклоиды. 

Рассмотрим обоснование способа профилирования, пред- 
ложениого Камусом. ‚ 

Пусть О, и О. —цеитры окружиостей, црторые при дви- 
жеини механизма должиы катиться одиа По другой (черт. 
128) Возьмем виутри зтих окружиостей по обе стороны 
от точки касания две вспомогательные окружности С; и 
С:. Если покатим одну из зтих окружностей, иапр, С, по 
виешией стороие окружиости О.;, а затем по виутреиией 
стороие окружиости О,, то производящая точка окруж- 
иости С, опишет соответствеино зпициклоиду пта и гипо- 
циклоиду п’шо’ Подобио зтому, если впокатить вспомо- 
гательиую окружиость С; сиачала по виешией стороне 
окружиости Ох, а затем по внутренией стороне окружиости 
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О., то производящая точка этой вспомогательиой окруж- 
иости опишет соответственио зпициклоиду МММ и гипо- 
циклоиду №ММ№.. 

Так как по доказаииому иами выше свойству нормалей 
эпи и гипоциклоид иормаль шР к соприкасающимся в 
точке т кривым птп и ПГ и, точио также, пормаль 


Черт. 128 


МР к соприкасающимся в точке М кривым МММ и №М№ 
проходит через одиу и ту же точку иа лииии цеитров, а 
именио, через точку касания, то отсюда ясио, что эпи и 
гипоциклоида, полученные иами при движеиии вспомо- 


® % , 
Черт 129 


гательных окружностей, действительно удовлетворяют 
требованиям теоремы Эйлера. 

Из чертежа 129-го видно, что эпвциклоида пп даст 
профиль головки зубца большого колеса, а зпициклонда 


17% 
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ММ— профиль головки зубца малого колеса; гипоциклоида 
ММ’ —профиль иожки зубца большого колеса, гипоцикло- 
ида п’а’— профиль иожки зубца малого колеса. 

Таким образом профиль каждого зубца соста- 
вляется из двух кривых зпициклоиды и гипо- 
циклоиды, обращениых выпуклостями в раз- 
ные стороны. Если радиус нижией окружности был бы 
бесконечио велик, т е, если бы 


мы имели дело со случаем зацеп- г 
ления колеса с зубчатой полосой, 

то эпициклоида и гипоциклоида 

обратились бы в обыкиовен- —\ 


иные циклоиды. | 
Отметим еще одии случай, когда м 

мы встречаемся с зпициклоидой в 

облгсти техиики. При рассмотре- 

ини общей теории гипоциклоид 

мы заметили одиу оригииальную 

форму этих кривых, форму, соот- 


ветствующую т =>. В этом слу- Черт 130 


чае диаметр производящего круга равеи радиусу иепод- 
вижного, и вычерчивающая точка М будет при движении 
производящего круга колебаться от одиого коица диа- 
метра иеподвижиого круга до другого (черт. 130). 
Это будет ясио видио, если в общие параметрические 


уравиеиия гипоциклоид подставить т о Тогда урав- 
нения зти прииимают вид * 


. 
х=а«.0$ —; 
2 


у=о 


Отсюда следует ука- 
заииая форма движения 
производящей точки М. 


И. ДАНА а 
ззодооного рода ка- 


РР ЧИТ Е 
й 777 о) о тание кругов осущест- 
ДАР о вляется в технике в так 


Рой}: 


", 
7.77 
. 


7. 


ав еамо: 


циклоидальиом ме- 
хаиизме, который мож- 
ио ветретить в любой 
Черт 131. типографии 
134 
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Осиовиой частью зтого механизма является большой 
круг с виутреиией зубчатой иарезкой, кёторый укреплен 
неподвижно (черт 191) Зубчатое колесо ‹с диаметром, 
вдвое меньшим, вращается вокруг цапфы О, соединениым 
кривошипом СО с они вертикальным валом С. 
При вращении вала зубчатое колесо покатится по виу- 
тренией стороне иеподвижиого круга, и точка А зтого круга 
будет двигаться взад и вперед по прямой АВ, проходящей 
через цеитр иеподвижиого круга. Таким образом враща- 
тельиое движение вала с помощью этого мехаиизма пре- 
маРАаы в поступательио-возвратиое движение стержия 
АК, иесущего типографскую форму 


ЭВОЛЬВЕНТА КРУГА. 


Вывод уравнений. 


Эвольвенту круга можио получить, рассматривая зту 
кривую как след точки, лежащей иа прямой, которая 


маотямсяа Кал плыл ат манная Пл Лили маАСТЬы ноиаллтллаАГА молРгА 
мазал Уъь ъП-ПЬлчаил вы УПрулмьныу-ьн чу: чрузу прува. 


Исходя из зтого определения, получим параметрические 
уравиения зтой кривой. 

Пусть ММ№— прямая, катящаяся без скольжения по ок- 
ружиости радиуса а (черт. 132). В иачальиом положеини 
точка М совпадала с точкой А окружности. Пусть прямая 
повериулась иа иекоторый угол ММК =1. 


Черт 132. 


Из чер?ежа имеем 
= ОК -- КР = ОК {РМ =а Соз1 + а 5! ‚*) 


и 

у= МК — МР = аз ( — а Соз 4. 
Таким образом звольвеита круга выражается следующими 
уравнениями. 


х=аСоз 4 -- а1 51, 
у=азт(--а1С031. 
Рассматривая прямую как скружиость с бескоиечио 
большим . радиусом, мы можем смотреть иа звольвеиту 


*) ММ = /АМ = аё. 
776 


Эвольвента ируга 


круга, как иа. кривую, являющуюся следом точки, лежащей 
иа окружности бескоиечио большого радиуса, которая 
катится по окружиости коиечиого раднуса. В иашем пред- 
положении звольвенту круга можио отиести к классу зпи- 
циклоид. 

Уравиение звольвеиты круга можио получить также по 
общему правилу определения уравиения звольвенты по 
заданиому уравнению зволюты. Для зтой цели уравиения 
эволюты удобио брать в параметрической форме, причем 
за параметр прииять $—длину дуги. 

Пусть зволюта—в нашем случае окружиость—задана 
уравиениями ИИ 
х=ачоь 
у=а $1, 


Чтобы получить зти уравиения выражениыми через 
параметр $—длииу дуги окружности-—-необходимо, очевидно, 
воспользоваться соотношением` 


$ = а, откуда ‚=> ‚ 
Тогда уравиеиия окружиости примут вид. 
х=аСо$ -9. ь 
а 


у=азт $ у 
а 

Теперь легко получить уравиеиия звольвеиты круга по 

общему правилу, согласио которому зти уравиеиия в об- 

щем виде таковы: 


х=х-+ (С —$)х,' 
у=у-+(С-5) ух, 2 


где хиу определяются из уравиений зволюты. 

Постоянная С, входящая в зти уравиения, лля иашего 
случая будет равиа иулю, так как иачальная точка зволь- 
веиты является точкой зволюты и, следовательно, при 
х=а. у=0 и $—0 абсцисса х точки звольвеиты должиа 
также равияться иулю, ио зто возможио лишь при С = 0. 

Итак, полагая в уравиениях (2) С =0 и подставляя в 
них значения х, и у» из уравиений (Г), получаем следую- 
щие уравиения. 


Савелое Замечательные кривые 812 11 


Эвольвеита ируга 
х= аСоз 5 +3515 } 
а а 


у = ат ты $ Соз —. 
а а 


Возвращаясь к прежиему параметру 1, получим уже зна- 
комые иам уравиения эвольвеиты круга 
х=аСо$4 | а 5% 
у=а т { — а Соз (1, 


Не останавливаясь иа выводе, заметим, что поля риое 
уравиеиие звольвеиты круга имеет вид 


2 о О 
ИЕ! ак 5—1. 


Из уравиений звольвеиты круга видио, что оиа является 
траисцеидеитиой кривой. Предполагая прямую ММ беско- 
нечио длииной, заметим, что кривая будет состоять из 
бесконечио большого числа витков. 


Свойства эвольвеиты 


Так как 4у = аа т{ и 4х = а Соз4, то ща 
х 


откуда а = &. Таким образом касательная к зволь- 
веите оказывается параллельиой радиусу 
проведенному в точку касаиия, а иормаль, ее, 
очевидио, является касательной к иеподвижиому кругу 
(черт 133) Это должио было следовать также из свойств 
изучаемой кривой как звольвеиты. 

Из общей теории эволют 
и звольвеит следует также, й 
что отрезок ММ, являясь и 
нормалью к звольвеите и р 
касательной к кругу—з50- > 
люте, очевидио, будет ради- | К у. 


усом кривизны. 
Таким образом ралиус 


кривизны звольвенты 
В — а, 


откуда следует, что кри- Черт 133 
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визиа эвольвеиты обратио пропорциоинальиа 
углу поворота производящей прямой. 

Определим подзру звольвеиты круга отиосительио 
начала координат. Опустив иа касательиую к звольвеите 
в произвольио взятой иа ией точке М перпеидикуляр О$ 
{черт. 134), замечаем, что поляриые коордииаты ри 8 его 
коица выразятся следующим образом 


р = 0$ -= ММ =а4, 


откуда иемедлеиио иаходим уравиеиие искомого геомет- 
рического места точек—подзры звольвенты в следующем 
виде 


«= (°+->). 


которое является, как 
видио, спиралью Архи- 
меда Таким образом п о- 
дзрой звольвеиты 
круга отиосительио 
иачала координат 
служит спираль А р- 
химеда 

Иитересио заметить -— 
‹хледующее механи- Черт 134 
ческое СсвВоЙсСгво 
звольвеиты круга. скорость производящей точки М 
в каждый момеит такая же, какую имела бы зта точка, 


вращаясь с угловой скоростью ат около точки касания 


№ производящей прямой. 
Действительно, из механики известно, что у= 


бе , 


СЕ 
для иашего уравиения 


8 _уба_.@ 
У = ат агат, 


что и подтверждает высказаиное положение. 
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Зеольванта круга 
Длина дуги эвольвенты и площадь сектора. 


Определяя длииу дуги звольвеиты круга от ее ис- 
ходной точки А до иекоторой точки М, соответствующей 
значению параметра &, получаем 


\ а 
$= 41 = —. 
Е 


Как видио, длииа дуги. пропорциональна квадрату угла 
поворота производящей прямой 


Площадь сектора ОМА равияется 5" или, приин- 
мая во виимание получеиные выше формулы, зта площадь 
равиа 38, где К — радиус кривизны. 


Построение эвольвеиты. 


Построение эвольвепты круга производится следующим 
образом. Проводим прямую ОМ, равиую по длиие полу- 
5 М окружиости ОА (черт. 135). Делим 
полуокружиость ОА и отрезок ОМ 
на п равиых частей. В точках де- 
ления а, В, с, 4, е проводим ка- 
сательные и Фа них откладываем 
соответственно отрезки аа, = 01; 
ЬЬ, -=03 сс; =02 и т. д Точки 
А, а, 6, с и т. д. будут точками 
р-н эвольвеиты круга 

Ясио, что подобный способ по- 
строения осиовывается иа свой- 
ствах вычерчиваемой кривой как 
м 4 эвольвеиты; очевидио, аа,, 66, и 

Черт 135. т. д суть радиусы кривизиы, рав- 
ные, как было замечеио выше, 
длпиам соответствующих дуг, удобио отсчитываемым по 


члена л вое 


Ре 
эосраивали %7%. 


Применение эвольвеиты в техиике. 


В области техиики эвольвеита круга иаходит примеие- 
ние, также как и все циклические кривые, прежде всего 
при профилироваиии зубчатых колес. По эвольвеите круга 
очерчивается профиль шайбы, являющейся деталью подъ- 
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емиого механизма разводиого моста. Наковец, лопасти тур- 
бииного колеса иногда очерчиваются по звольвенте круга. 


О связи между уравиеинями циклических кривых. 


Так как все рассмогреиные иами циклические кривые 
образуются одиим и тем же способом, имеипо катаиием 
круга по окружиости другого круга (при зтом циклоиду 
можио рассматривать как след точки, лежащей иа окруж- 
иости круга, катящегося по кругу бесконечио большого 
радиуса, а звольвевту—как след точки, лежащей на 
окружности круга бескоиечио большого раднуса, катяще- 
гося по кругу конечвого радиуса), то, естествеиво, возвикает 
вопрос о том можпо ли из системы уравиевий определяющих 
какую-либо группу циклических кривых, вапример, группу 
эпициклоид,— получить, путем преобразовавий, системы, со- 
ответствующие другим группам—гипоциклоидам, звольвен- 
там и циклоидам. 

Обратимся к рассмотрению зтого вопроса. 

Выше мы имели уравиевие зпициклоиды в параметри- 
ческой форме: 


х —= (а-|- та) Соз п! — таСо$ (&- п), 


у=(а-- та) Зт п! — тат (4 -- м). 0) 
Замеияя в ием т ва — т, получим систему: 
х = (а — та) Соз пи - та Со$ ({ — т), ©) 


==— [(а — та) Эт ли — та $ (1 — п] 


Замечаем, что получепиая система отличается от системы 
ураввений 
х = (а — та) Соз п! - та.Соз ({ — т), (3) 
у= (а — та) За п{ — таЗт (— т), 


выражающих гипоциклоиду, только зпаком правой 
части 2-го уравпеиия. 

Это дает иам право заключить, что система (2) буд 
выражать также гипоциклоиду, которая будет расположен 
отпосительпо отрицательпой части оси у-ов так же, как гипо- 
циклоила (3) расположева отиосительво положительной 
части зтой оси. Таким образом можио заметить, что сис- 
тема {1} будет общим ураевевием эпициклоил 
ни гипоциклоид, причем первые получаются при поло- 
жительных звачениях т, а вторые—при отрицательвык 

Покажем далее, что ураввеиия звольвевты также 
будут частным случаем системы (1), случаем, 
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который соответствует зпачепию т, равиому со. Так как 
непосредственная подстановка в систему (1) звачения т. 
равного со, приводит к неопределенности, то произведем 
предварительно преобразоваиия уравнений системы (1). 


Положим; ПИ =о 


н следовательно: = 
т 


после чего систему (1) запишем в таком виде: 
х=аСо$ + та | Соз Соз (-? | = 
— ? | Ф |= 9 |= 


2т 


и — 


у=азтф-- та [5 $— т (1 +*] рей 


29 (Ф- -? т? 
—а Созу- та ‚ово 


2т 
—а5$иф — та уз 
2т°Ф 


Переходя к пределу при т—юо, н замечая, что на осно 
вании известного соотношения: 


т 
ит 


мы получим систем 


которая выражает, как видно, 3 


лет, МА з 


© 
ы 
ый 


илно, енту круга. Нам 
осталось показать, наконец, что система уравнений, 
выражающих циклоиду, также может быть по- 
лучена, путем изадлежащих преобразований, 
из системы (1). 


Эвользента круга 


Для зт®й цели переиесем иачало координат в точку 
(0, а), а затем переставим назваиие осей; если кроме зтого 


положить: та=а 
и следовательно: а т 
и АК 


а 
то система (1) примет вид 


к-(= + «)Эпти — ат (то = 


Зп пи 
= 24 


— а! + т; 


в а _ 
у= (м + а оо ео = 


= (05 пи — 1) {а Козли — Сов т) = 
оби И 
Рае ы 
2 Лы 


Если теперь, полагая т —+0, сделать предельный переход, 
то получим систему уравнений: 
х = 4 — Эт, 
у=е —2С0$4, 
выражающих, как видно, циклоиду. 
Итак, мы убедились, что едииство в процессе образо- 


вания циклических кривых, действительно, сказывается и из 
аиалитическом выражении этих кривых 


6. СПИРАЛИ. 


СПИРАЛЬ АРХИМЕДА. 
Вывод уравнения. 


Предположни, что некоторпя точка риппонерпо дпижется 
по приной ОХ, п правая ОХ раппомерпо пришпется 
покруг точки О (черт. 1536). Припиния точку О за полюс, 
ппчальное положепие праной ОХ—за полярную ось нп счи- 
тп, что п пачальный нонепт дпигающацсв точкп были в 
полюсе, занечпен, что рпднус-пектор ме точки 
(расстоппие, пройлеппое точкой по пряной ОХ) и пиплитуда 
этой точки (т. е. угол поворота прямой ОХ) рпстут пропор- 
цнопально пренепин н, следовательно, булут пропорционвпль- 
выни друг другу. 

Такин образон, ня 
обозипчить  раднус-век- 
тор дппжущейся точкп 
через р, п пиплитуду ее, 
через $, то урппнепне , 
трпекторпн получатся п 
анде: й 

р = пФ, 


где п—пекоторый коэ- 
фицпепт пропорциопаль- 
пости. Черт. 136 


Получепппп крипов 
былп открыта Копонон Спносскии, детпльно изучепп Архн- 
недон н ппзывается спирплью Архинедп. 


Пользупсь форнулпин переходп, ножпо получить урпп- 
пепие сппрали п декартопых коордпиптах. Опф будет иметь 


пид: 
Уяз-Ру: =пшсй -№. 
х 


Из получеппого урппвепия пндно, что спираль Архинеда 
отпоеитсп к клиссу трипсцепдептпых крипых. 
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Особенпости формы. 

Остаяоанмсй на форме крипой. Если предположить 
коэфициент пропорционпльпостн п> 0, п угол $ позрис- 
тпющим от 0 дФ со, тр легко пидеть, что спирпль Архи- 
мёдп будет предстпелить собою крипую, пыходпшую из 
нпчали координат и состопщую из бесконечпого множёстип 
питкоп. Разпертыппине спирали будет пронсходить протип 
часопой стрелки. 

Если коэфициент пропорциоппльностн п << 0, то спираль 
будет разпертыпптьсп тпкже протип чисопой стрелки, по, 
пыходп из полюсп, паприпитсп п 3-ий коорд. угол. Если 
угол $ считить измеппющпимсп от © до —со, то при п>0 
спираль, пыходп нз полюсп, нпарппится по 2-ой коорл. угол, 
так кпк зипченип риднусп-пекторп окпжутсп отрицптельными 
в их придетсп отклидыпать п ппправлепни прамо протипо- 
положном напрппленню, определпемому углом $ (пупктирипп 
криппп). При п<0 спирпль„,пыхолдп из полюсп, ппприпитсп 
п 4-ый каорл. угол. Нипрпвление рпзпертыппний п том в 
другом случпе—по чисопой стрелке. 

Так кпк после одного полпого оборота прамой риднус- 
пектор р=п 2^, после второго р=п.4л, после третьего 
$ =1.6*, то рисстоппие между пнткоми окпзы- 
ппетсп числом постопиным, рпппым 217 Это—олдпо из 
обстоптельстп, отличпющих сппраль Архимедп от других 
санрплей. Исхода из этого; можпо было бы заметить, что 
бумпт п рулоне спертываетсп по спирпли Архимед. 

Если рисстоппие это задппо зарпиее`то можпо быстро 
написпть урппнение спирали. Пусть, пппример, необходимо 
нпписпть урппнепне спирпли, у которой рисстопине между 
питкоми, считпемое по полпрной оси ==Ъ. Тогда имеем: 
21 =, отсюдп ь 


2 
и урппиепне спирпли получитсп п пиде` 


РЕ 


Если попернуть полпрную ось ип некоторый угол а, то 
псе пмплитуды измепптсп пп угол — а, и ураппение спирпли 
примет пад; 

=} 


где с= — па. Это—ипиболее` общий пнд урппнениг спирали 
Архимед. 
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Яспо, что попоротип нипдлежпщим обризом полпрпую ось, 
мы спопа пернемсп к простейшему пиду урпаненип спирали 
Архимедп. | 

Сделпем еще одпо замечипне отпосительно формы спри- 
рили Архпмедп. 

Определим угол «, составляемый кпсптельной к спирпли 
с раднусом-пектором. 

Изпестно, что пообще ще -2 ‚ дли пишего случав: 


г 


р 
р п? 
фм —= = — =, 
Е ® = Ра © 


Отсюдп следует, что при ф —+ = оо о — - с в, следо- 
® 
потельпо, и. т. е по мере удплепив точки 


Архимедопой спирпли от полюсп, криппп стре- 
митсп сделитьсп пормпльной к риднусу-пек- 
тору. 

Из этого предложенип следует, что ппибольшую крипизну 
спирпль имеет при ф-=0, п затем, по мере позрастанип ф, 
крипизпа уменьшпетсп и при $ — со. обопщиетсп п пуль. 


Геометрические спойства сппралн Архимеда. 


Рассмотрим некоторые геометрические спойства спирпли 
Архимедп. 

Выше мы получили пырижеппе длп угли, состпплиемёго. 
кисптельной с ридиусом-вектором: 

=, 

откудп пидпо, что пеличнип этого угли сопершен- 
но не зпписнт от коэфициептп пропорцио- 
нплЬьпости п; отсЮдП можпо сделпть, п чиствости, такой 
пыпод, что псе спирали Архимелп пересекпют полпрпую 
ось под углом, рапным соотпетстпенно: с припой сторопы 
от полюсп: пгс 2х, псы 4, эсщбт и тд. и с лепой 
стороны. пгс вл, пгс 4 Зх ит. д. 

Определим длину полпрпой подкпсптельпой длп спирпли 
Архпыедп: 

Имеем: $м = р’ = (1$)! == п. 


Таким образом длп любой точки спирпли Архи- 
медп подкосптельпав окпзыппетсп пеличиной 
постопиной риппой коэфнццепту пропорцно- 
польпости, 
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Очевидпо, концы псех подпормплей будут лежпть пп 


Провелем произпольпый Навои Оп пересечет спи- 
кожем, что центры 
крипизпы спирплни п этах точкпх лежат пп одпом 
эллипсе, ризмеры которого пе зпписпт от 
того, как пыбрип ‚риднус-пектор. 
Зпметим предппрительно, что уравпеппе спирпля Архн- 
медп 


ху" = пис в (1) 


можно записпть п ппрпметрической форме тпк: 
х = Сов { 
у == 4 5щё 

п сприпедлипости этого можпо 


убедитьсп: исключий ппраметр 
1 мы тотчас придем к урпв- 


и 


нению (1). 

Найдем теперь коордипаты т 
центрп крипизны ппшей спн- Черт 137 
рали (обозппчпем их н т). 

Имеем вообще: 

13 2 ‘3 'з 
нау, иную РУ 


х’у’—у’х”’ х’у’— ух 
Но длп ппшего случип: 
= — 91 5111--п С05& у” = — 11 (0$ 1 — 2051 
у’= Со -абшё п == — Зв 1-20 Со$% 


Подстпвлап н упрошпа, получим пыражепип дла коорлн- 
пт центри крипизпы спирали Архамедп п следующем пиде: 


; — 81 С 081 — п (8 1 ЗтЕ ибп - п (2-ЫП) Со$1 
ео 8-2 а #--2 


Положим теперь, что утол, составлпемый рпднусом-пек- 
тором с полпрпой осью, рпвеп а; тогдп зипчепап парпметри, 
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<оответстпующие точкпм пересечепив этого рпднусп-пектора 
< питкимн спирали, пырпзотсп п пиде «--2Кх, где К—целое 


плялиитаяьла пла длониптове пла пнозл С)блоппины д ОБ» 
А А А Та Я дя 1 и чи > 


через ^, Соз («-{- Ж*) = Соза через т, п Зв (а -- 2Ж*) За 
через п, тогдп пырпженип длп коордиппт цевтроп крипизны, 
соотпетстпующих точкпм пересечепип, примут пнд: 
= итА — 101). р пли -- пп (›3 --- 1) 
8 --2 2-2 


Исключив из этих рппепств >, получпем: 


2 1и 1 9—2 2 __ ОЕ. 6 ди Ай = — 
т тп ]я 2118185 Г 9$ — уг 6 — 


(1-4 $12) 12 +- (1-- Соб?) хр — 25а Сова. 1. ч-- 
+- За ща Е — За Соба.1-- п = 0, 


Всли исследоппть получепное урпппение при помощи 
методп, риссмыптриппемого п пналитической геометрии, то 
можно приттн к заключению, что получепное урпппепие 
пелпетсп урппненнем эллиосп, у которого-коордпипты цеп- 
трп (х, у) суть. 


х=— зама и у= 9 пока (1) 


Одпп из осей этого эллппсп сопппдпет с® пзятым пами 
риднусом-пектором, п друг ему перпепдикуларпп. 

Если урппненне получеппого эллипсп отпестн к оспм, то 
оно примет пил 


рф и =, 


откудп следует, что оси эллипсп риппы ыы и > и, ©че. 


пидпо, что опи ине записпт от углп «а; этим йокпзыппетси, 
что се эллппсы, соответстпующие ризличпым рпднуспм- 
пекторпы, булут олинпкопы, п из (1) слелует, что центры 


этих эллипсоп лежит ип окружности: ау. 
Длниа дугн н площадь сектора. 
Определим длпну дуги Архимедопой спирали от 


точки (рь, 91) до точки (р» Фа). 
3 
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Имеем: 43 =И ар? р? 91 == 271-9249. 
Тогдп 


5=а ["УГЕеае- п [+ИГЕРиеНУРЕЯ" = 
Я 1 
=> фея -НУТЕ 9 НУ = 
— м («+ИГЕез. 


Определпем площадь сектора, огропиченпого Архи- 
медопой спирплью р = пф и дпумп рпдиуспми-пекторпыи р, 
В р. сФоотпетстпующими пмплитудем фи: и $. 


Имеем: 
- а == ЕЙ пе и) 


Зпметим. что если $; -=0, 10 и р =0 и тогдп: 


и=-* 


п это покпзыппет, что площпль сектора спирали, 
Архимедп огрпинчеппого полпрной осью ни пе- 
которым риднусом-пектором, °пропорцно- 
ипльнп кубу рпднусп-пекторп, огрепичиппюшего 
этот сектор. 

Зпметим еще одпо иптересное спойстпо спирпли Архн- 
мелп: площпдп, зпключепные между послело- 
потельпыми пнткоми спирпли, растут п приф- 
метической прогрессии. 

Докпзательство этого предложепиа пп оспопппин фор- 
мулы (1) пе предстпвляет пикпкого трудп. 

Дейстпительпо, обозппчап плошпдь, огрипиченпую „п“-ым 
пнтком спирали и осью х-оп через — имеем по формуле (1!) 


ЦИ = Е г 2308 (вз ты (п => 1). 
п 
Подобпо этому, длп „п-|- 1“-го паткп имеем: 


С = = пе -+-1)*— 8}, 


Спираль Архимеда 


и, следопптельно: 
Ча — Ц = Е п? 2 [(п- 1} — п — п + (п — 1)*] = 8ха?а. 


Получеппое пырпжение пвлпе?сп. кпк пидпо, общим 
члепом прифметической прогресспи со зппмепптелем 8х(г. 


Построенне спиралн Архимелдп. 


Рассмотрим графическое построепие спирпли Архимедп. 

Из точки О описыппем рпдпусом ОА окружность (черт. 
138). Делим эту окружпость 
пп п чистей (вп 12) в па столь- 
ко же чпстей делим рпднус 
ОА. Проподим через точки 
делепип окружпостн лучи п 


ОА 
этклпдыппем ип пих 2 
ОА _ ОА. ОА 

9А о, ОА +, ОА 1 
"т" 


Получеппые точки соеднияе 
плапной крнпой, Можпоп 
строить прибор, позпо- 
лпющий  пычерчивпть 
спирпль Архимеди. Дере- 
поппый ‹дпск С по крию кото- 
рого пырезпп желобок, укреп- 
лен пеподпижпо ип плоскости 
(черт. 139). 
К цептру А дискп прикреплеп стержепь № который 
может прашптьсп покруг точкн А. Нп спободпом конце 
этого стержип имеетсп 
‚ блок В. В точке О пепод- 
пнжпого днскп прикреп- 
„у лепп пить, которпа огнбп- 
#7 ет диск, затем перекиды- 
ваетсп через блок в за- 


Черт, 138 


даль лю ыы 


Р, который может даиги- 
ы №”. ь тьсп поступптельпо п про- 
рези стержия № в кото- 
вый лепым копном сфели- 
м” неп с резипопым шнуром. 


Копец этого швурп за- 
Черт 139. креплен п точке А. 


Сазалоа Зомечательные криаыа 13 19$ 
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Благодпрв этому нить псе премя окпзыппетсп пптпнутой 
Зпметим ипкопец, что ползунок Р сипбжеп чертпщим острием. 

Вслп прищпть стержепь М протнп чпсовой стрелки, то 
ме ползупкп Р оппшет спираль Архпмедл. 

спмом деле, легко пидеть, что длпип нити ВТ по‘ псе 

премп динжепии будет постоппной, п отсюдп следует, что 
фисстопине, пп которое подпппетсп ползупок Р, дпагапсь 
поступптельно по стержпю М, будет рпппо длппе ппти, ко- 
торпп за это премп смотпетсп с дискп С; по длипп этп 
пропорционпльпп углу попоротп стержпп М, слелопптельпо, 
н путь, пройденный ползунком, будет пропорциопплеп углу 
попорота стержип М, но это покпзывает, что ползупок дей- 
<тантельно дпижетсп по сппрали Архимелп. 

Иптереспо заметить, что изобретением прибороп длп 
пычерчивапий спирали Архпмедп запимались тпкие крупные 
митемптики, кпк Гюйгепс, Клеро и др. 


Примененип спирали Архнмедп 
1. Делепие угли ип раппые чпстн. 


Спираль Архимедп, тщптельпо пыгрипироваппаа ип метпл- 
лической плистипке, может служить цеппым пособием дла 
делепип дпипого углп нп песколько ратных чпстей. В чпст- 
ности трисекцип углп может быть быстро осуществлена. 

Изпестпо, что измепепие риднусп- 

векторп спирали Архимедп пропорции. 

8 — оппльпо измепенпю угли, п в тпком 
случпе, чтобы ризделить угол ВАС, 
ппаример, ип 3 раппых части (чертеж- 

140), достаточпо рпднус-пектор АВ 
разделить нп 3 рпппых части и риди- 


@ усом АМ =— сделить засечку М 
ип спарпли. Получеппый угол МАС = 
_ «ВАС 
3 * 
В поглийских готоппльвах можао встретить, п состапе 
ваборп чертежпых приппдлежпостей, метпллическую плс» 
тинку с иппесеппой пп ней спиралью Архимед. 


Черт 140 


2. Сердцепидпый эксцентрпк. 


С примепением спирали Архпмеда п техпике можно 
пстретитьсп п так паз. кулачпых мехппизмих, или эксцеп. 
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трикпх. Эксцептрик представлпет собой ппспжениую па 
ось шийбу, профиль которой очерчеп по пекоторой кривой. 
Врищательное динжеппе этой шийбы преобразуетсп п в03- 
пратпо-поступательпое дпажеппе стержпп ММ, скользпщего 
спонм копцом по ее профплю (черт. 141). 

В целом рпде мехпнизмоп тпкое преобразопппие прищп- 
тельного дпиженпа п возпритво-поступптельпое оказыппетсп 
совершепио необходимым. Нетрудпо показать, что зпкои, 
по которому будет сопершптьсп дпижеппе стержнп ММ, 
определпетсп пнидфм той крипой, по которой очерчеп про- 
филь эксцентрикп Дейстпительпо, считип точку О, лежащую 
ип осн прищепип, полюсом, а примую—полпрпой осью, можно 
урпппенне профилп эксцептрика зппнсать п пиде: 


р == 1 ($). 


Если прелполбжить дплее, чт® эксцентрик прищпетсв 
риппомерпо ‹ углопой скоростью ох и что отсчет премепи ип- 
чплсп п момент, когдп полпрппя ось проходпли через точку 
М, то за премп ({ эксцептрик попернетсп пп угол её п, следо- 
пптельпо, рисстопние ОМ п момепт { окажетсп рпппым 
$=р==1(“). Но отсюдп и следует, что закоп двпжепип 
стержип ММ определпетсп пидом урпппепия р=!($) в, сле- 
довательно, пидом той крипой, по которой очерчен профиль 
эксцентрика. В записимостн от 
того, каким должпо быть посту- 
пательное дпнжепне стержпа, в 
задпетсп урппненне, по которому 
чеобходимо очертить эксцёнтрик. 

Предположим, что п некото- 
ром мехппизме необходимо иметь 
ланжепие стержпп ММ рапио- 
мерпым по формуле: 


$ = - $. 


Из пышесказаппого пспо, что 
дли осуществлепип тпкого дпа- 
жепип потребуетсп эксцентрик, 
очерчепный по крипой: 


еслп положить в{-=Фф и, следо- 
зательпо, {= =, то окпжетсп, что эвсцентрик пужпо очер. 
® 


м 
Черт. 141 


чить по крипой: = -—Ф+ $. (Обозипчип = через п и 
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Имеем: 
ОМ =пф 
ОМ =), 
ММ, = пк 

Как подпо, дипыетр МА пашего эксцентрики окпзыппется 
пеличиной постопиной, пе зпписпшей от угли ф. Таким обрп- 
зом псе дипметры эксцептрикп, очерчеппого по спирпли 
Архимедп, постопппы. Техвпческп это пспользуетсп тпк, что 
с эксцептриком сппзываетсп не один, п дип стержип, кпспю- 
щнесп профили п даух дипметральпо-протнпоположпых 
точках, 

Эксцентрик, очерчеппый по спирали Архимедп, нпзы- 
ваетсп сердцепидным. Встретить его можпо п любой 
шпейпой мпшпне п мехппизме длп ипматыппинп пнток пп 
шпульку. 

Дапжепие трубки пверх и пппз п микроскопе фирмы 
Лейтцп осущестпляетсп тпкже при помощи подобного экс- 
центрикп. 
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ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ СПИРАЛЬ. 


Вывод урппненип. 


Предположим, что мы нмеем ЛВОА (черт. 142), Нп сто- 
роне ОВ пристроим к дпппому треугольпику нопый треу- 


фл ва тет, (СЮ плед КоаЙ этоолья Л аа Ал ааа фанам 
че ЗИ ИДУ Даму 1 мы ируъ ру и 


АБВОС, педобпый ЛСОВ ит. л. 
Имеем из построенип 


—ВОА= 2 СОВ = 2 ЕОС=. : ит. д 
Бели положны, что 
«ВОА—0, 


т® ломпипп АВСЕ будет стре- 
митьсп, кпк к споему пределу, 
к некоторой крипой. Найдем 
урппнение этой кривой. 

Из подобип Л-оп следует 


{где в — некот. полож. число 
больше едиинцы). Черт 142 


Тогдп 
ОВ = ОАь 
ОС = ОВь=ОАь 
ОВ =ОСь =ОАьз 


{где ОМ, очепидно, большип сторонп „п“-го треугольник). 
Предположим, что ВОА = и части некоторого угли, 
припатого зп единицу. Впедем теперь, нопую пеличину п, 
которую подберем тпк, чтобы в =" п, следовательпо, 
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Зпметим, что п = ‚ СВО  МОА. 


Так кпк в было >1, то, очепидпо, и п будет больше еди- 
пацы. 


Предположим теперь, что некоторый луч ОМ лежит 
между „п“-ым н „п--1“.м лучами (пе считпл луз ОА). 
Если обозипчиы угол МОДА через х, то, очепплио: 


в. << +0 


Вели теперь безграпично умепьшить угол ВОДА, т. е. зп- 
стпапть К—+оо, т® разность между углпми фи “с Фста- 


1 
пппсь мепьше <, будет — Он, следопптельпо, угол ? можпо 


риссмитривать кпк предел угла п. 2ВОА. 
Таким образом после предельпого переходп получпем 
ривепстпо. ь 


ОМ = ОА а* (1) 


Это рипенстпо пырпжпет зпанснмость между ппчальпым 
лучом ОА н лучом ОМ, составлпющим с ипчальным лучом 
угол ф 

В этом рипепстпе пеличипы ОА и п—пекоторые посто- 
язпные, п пп ОМ н ф следует смотреть кдк пп перемеппые. 

Обозипчип ОМ через р, получпем урпппепие: 


р=Са..... (где С = ОА). 


Это и есть урппиепие искомой кривой, которап ипзы- 
ппетсп логприфмической спирплью. 

Остппопимсп ип одном спойстве логарифмической спн- 
рплп, которым определпетсп ее низппине. 

Прежде псего замечпем, что из рппенства (1) следует: 


ОМ ие. 

ОА ‚ 
п это рипенстпо покпзывает, что отпошепие дпух лу- 
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чей зпписит только от углп, зпключепного 
между пимн. 

Таким образом каждому задппипому углу соотпетстпует 
Фдпо определеппое отпошепие ппры лучей и, обрптно, кпж- 
и отНошенпю дпух лучей соотпетстпует одип опрелелен- 
ный угол. 

Предполтпем теперь, что ипм необхолнмо умножить 
отношепие дпух кпкпх-либо величин р в 4 ип отношение 
двух другпх величип ги $. Умпоженпе этнх отпошепий 
можпо пронппестн следующим обрпзом: пыбирпем 4 лучп 
нашей сппрали ОР, ОС, ОВ н 05, которые содержит п себе 
столько едипиц, сколько их соотпетстпенпто п пеличинах р, 
ф гп $. 

Пусть угол, зпключенпый между лучами ОР и ОС, рппеп 
фь п угол между ОВ и ОЗ рипен фо. 

Тогда очепидно: 


Перемножпг, получпем 


ОР ОК _ Не 
оо 05 
Лепую чпсть этого рппейства можпо риссматривать кпк 
отношеппе дпух лучей, угол между которыми рппеп ф,-- $2. 

Таким образом, чтобы ппйтн произпедепие дпух отпо- 
шепий, необходпмо сложить углы, заключеппые между со- 
ответствеппыми ппрпми лучей в этих отпошепиох н опре- 
делить отношепие дпух кпких-либо лучей, угол между ко- 
торыми рпвеп получеппой сумме углоп. 

Отсюдп слелует, что логприфмыпческпп спирпль 
цозполпет зпмеппть умпожепне сложеннем. 

Подобппп же ндеп лежит п оспопе теории логприфиоп. 
Очепидпо, углы, рисположеппые около полюсп О, играют 
роль логприфиоп, отношепип лучей. заключпющих эти 
углы—роль чисел, соотпетстпующих дпппым логарифмим, п 
всп кривап явлпетсп кпк-бы графической запнсью таблицы 
логарифмоп. 

Отсюдп п пронсходит ппзвапие спмой кривой: логариф- 
маческпп спарпль. 

Зпметпм, ппкопец, ‘что постоппппп п, входяшип п урпп- 
пеппе спирали, играет роль осповапия логприфмоп. 
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Исследование формы. 


Исследуем форму логарифмаческой спирали по ее ур 
пению. Соглиспо урппнепип нмеем следующую тпблицу: 


Зпметим, что п то премп кпк значении $, взатые п таб- 
лице, ристут п прифметической прогрессив с ризностью >> 
соотпетстпующие зипчепип р ристут п геометрической про- 

к 


грессин с® зипмепптелем п?; п этом сущестпенпое отличие 
логприфмической спирпли от спирали Архимеда. 
остронп спнраль, зпме. 

чаем, что опп должип со- | 
стоять из бесчислепного ко. 
личестпп впиткоп, но рис- 
стопинп между отдельпымн 
питками уже не рппны. как 
это. было п спирали Архи:- 
мелп (черт. 143}. Точки, дан. 
тппсь по спирпли протип 
часопой стрелки, будет бы. 
стро удплиться от полюспп 
бесконечность, п дпигипсь 
по чпсопой стрелке, будет 
неограниченно приближать. Черт 143 
сп к полюсу, делпп покруг 
него бесчисленное количестпо оборотоп ин пикогди, од- 
нпко, не соппадпп с ипм *), 

Нетрудпо убедитьсп, что поперпуп ппдлежпщим образом 


т нь вое — № ла ое  ^& 


полпрную ось, можио обратить коэфициент пря п? в еди- 
иицу, н урппневне логприфмической спирпли примет прос- 
тейший пни; р-=1*, который мы и будем иметь п пиду п 


д толь сл баледье 
До а, 


*) Полюс является, таким образом, для логарифмической спирали 
ассимыптотической точкой 
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Предположим, что дли лостиженип этой цели необходимо 
попернуть полпрпую ось ип угол ф, тогдп р-—= сп? или 
р = сп?! а?; но согласпо услопип пеобходимо, чтобы са=1, 


= — 38° 
откудв $: от 


Геометрические спойства логприфмической спиралп. 


Логарифмическип спирпль обладпет целым рпдом ипте- 
респых спойстп. Остппопимсп пп некоторых из иих. 

Определим угол «, составлпемый кпсптельной к спирали 
с раднусом-пектором точки касапип. Изпестно, что пообще 


®= = у 
Длп нашего случпп получаем- 


ат 1 
= —— = с0131 
п7 за па 


Оказыппетсп, что искомый угол пвлпетсп пеличиной по- 
<топпной ни, следопптельпо, логприфмическай сви. 
рпль пересекает спон рподнусы-пекторы под 
постопиным углом 

На оспопапни этого логарифмическую спирпль пазыппют 
также рапноугольпой. 

Из псех крипых подобным спойстпом обладпет, кроме 
логприфмической спирпля, окружпость, которпя пересекает 
спон раднусы под прямым углом. Но н окружность можно 
риссмптриппть как чистный пид спирали, ибо, полагап 
9=0, получпем из ураппенип спнрпли р = 17 урпппепие ок- 
ружности р =1 

Заметим, что полагая п урппневин спирали а=е, мы 
получим частный пид логприфмической спирпли р => 6*, ко- 
торпя нитересвп тем, что псе спой рпднусы онп пересекпет 
под углом п 45°, ибо для нее о = — = —— =1 и, сле- 


Ща "> 
а ЦЗ 


Ю®= 


допптельно, о = 45° 
Исследуем крипизну логарифмической спи- 


р. 


Определяем раднус крипизны. Изпестпо, что. 


(ре) 
вВ=—-——_—_, м0 п ипшеы случпе: р =а?ша в 
я — 
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р" = 1? а2п, и, следовательпо, 
(122+ 12? ма) — 
029 -|- 2027 31 — 02? ща 


_ в*@а- 12а)» 
71-2 — ша 


в = 


==а? (1--112п)». 


Из получеппого пырпжепив следует, что при узеличенти 
углп $ крипазпп сппрали умепышпетсп, по это пытекпет и 
из геометрического предстпвлепип крипой. 


Бели спираль задппп урпппепнем р==е?, то для нее: 


Ве 2-2 =, 
О 


по длп этой спирали, кпк мы пидели, во ==] в, следопа- 
тельпо, 


: У; 
Зв о = 9 ‚ 
тогда: 
= 
Зо” 


Это пырпжеппе дпет легкий способ построепия 
цептра крппизпы дла спирали р-=е? п дпипой точке. 
Достоточпо, кпк пидпо из 
черт. 144, построить прпмо- 
угольный треугольпик, одинп 
из кптетоп которого ==р, п 
протнполежпщий ему угол 
— ®, ТОГАП точкп С п будет 
центром крипизпы длп точки 
М сонрвли. 
Найдем эполюту лога- 
рифмической спирали. 
пестно, что ппраметрни- 


ческие урпппеппп  эполюты Черт 144 
суть’ и ри 
Вау’ У", дышу КРУ" 
ху — ху' х" ху’ 
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где: { х = (1) 
у=$() 
есть пприметрические ураппепип дпппой крипой. 


Перпметрическпе урпппенип логприфыпческой спирпли 
можпо записпть п ппде: 


х = п‘ Соз | 
у= п $ 1. 
В спрппедлипостн их можпо убедиться: позпысив обе 


чистп п квадрпт и сложап рапепства. Получим х2--у2 =; 
по х: Ну? = 2, тоглп: 
63 ‚4 02 
и, следопательпо: 
р—=а, 
и т. д. 
Итак, дла нашего случпп: 
х = п' Со$ |; = — п! 5т!-Ра ша Соз | 
у=1' 501; у—= п Соз1-Е и паб! 
хз -- у? >. 92 р? ы 221 -- 12 |п2 п 2 
х'у’— х”у’ Р-Н 22 — р" пя нра — па  ^ 


3 2 
Вычпслепне пырпжепия И В припедено п по- 


лпрных коордипатах псключительпо дла простоты пыклалок. 

Подстпеляп полученные зппчепип п общие урпппепия 
эполюты, получпем урппнеппп эволюты логарифмической 
сппралн п пиде: 


Е = — а меб | =а аа с (1+) , 


= ‘ва Со 1 = пам ( +7) ь 
Или: 
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Обозначав | -|- о через ф, имеем: 


= —— т Сез $, 
ов 

=? 1 ба. 
а? 


Тогдп п полпрной форме урпппепне эполюты примет пил: 


по 
=" ——, 
аз 
0 если положить | 
_ а — п 
< =: 
2 
то получаем окончательно 
Фо 


р==а 


Последпее урппненне показывает, что эполютой 
логприфмической спирпли ппляетсп также 
логарифмическвп спираль Фдипакоппа с дан- 
пой но смещении отпосительно дпинпой ип 
угол Фо. 

Можно постапить п0прос © том,—при кпком зпачепия п 
урапнение эполюты обрищаетсп п урпвпепие самой спирали, 
т, е. при кпком п дпиппа спираль в ее эполютп совапдпют 
друг с другом. 

Очепидпо длп этого необходимо, чтобы +, обритилось 
з пуль, т. е. чтобы — = }; из этого урапнепип и опреде- 

а2 
литев а 

Итак логприфмическап спирпль ‘пплпетсп 
крипой, которая может быть спма дли себп 
эполютой. 

Заметим одно спойстпо рэднуса крипизпы догп- 


во фа л наземь ео дл 22119 вза 
О АТ АДА 


а что раднус крипизны 
— #2)» 
в- 2 — р" 
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иле: В = ее „Ия-Ер?, 
г 
по пыше уже было покпзано, что перпый мпожитель пра- 


пой части рипей единице, следовательно, В = Ир - р, по 
< другой сторопы, кпк известно, полприпп нормаль: 


м=ИР р; 
отсюда следует: и 


т. е. что раднус кривизны п некоторой точке 
логприфмической спирали рппен полпрпой 
пормплн п этой точке. 

з этого пытекпет способ построенип центрг 
кравпизны кпк концп полпрпой пормали: проподны рпдиус- 
пектор точки, строны кпсптельпую ин нормпль, поспользо- 
вапшись тем, что угол, составлпемый крипой с раднус-пекто- 
ром, есть с0опз!, отклпдыппем па нормпли ее длину; копец 
нормали н будет центром крипизны длп дппной точки. 

Покажем еше одпо спойстпо логприфмической спирали, 
спазапное с понптнем крипизны, п имепно: центры крни- 
пизны, соотпетстпующие точкам пересечении 
логприфм ической спирили р=п? с любой крни- 
пой Г(х,у) =0, лежит пп крипой, подобной дан- 
пой кривой 1(х, у) == 0. 

В спмом деле: пусть М (х, у)—одпп из точек пересеченип; 
тогдп центр крипизпы, соотпетстпующий этой точке, будет 
иметь координаты: 


вЫ пп ыы па 
тЫ я у. 
п? 12 
откудп: 
® к 
п: п 
ха в Уи” 6) 


Вподп эти зппчепип п ураппение крипой !(х,у) =0, по- 


лучим крипую, которпп будет подобип даппой, так кпк 
коорлиийты кпжлой точки ее булут, соглиспо соотпошепипы 
(1), пропорциоппльпы коордипптам соотпетстпующей точки 
дпппой крипой. 

Рассмотрим еще одпо спойстпо леприфмической спн- 
ралн, связпиное с ее кпсптельпой и пормалью. 
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Покажем, что точки кпсппип касптельных к 
логприфмической спирпли р=17, проходпщих 
через пекоторую точку Р(х,, у) плоскостн ле- 
жит на круге проходпщем через Р и через 
полюс спирпли ее 145). 

Длп докпзательстпп позьмем урпппепне спирали п ппра. 
метрической форме: 

х = 1! Со$ | 


у= и $ |, 
урппиение кпсптельпой примет тогдп следующий пид: 
{{ — 2'С0з 1) (Соз Г Эт ти) п: — 
— (м— мп 1) (— Эт! - Сез ав) п! =0. 


Соглисио пыскезаппому предложению этому урпппепию 
должны удовлетпорпть &=х и 
4 =, кроме этого п вего пеобхо- 
димо ппести координпты точки кпсп- 
ип хи’ у. Проделпп это, получпем 


(х, — х) (х-Н уп) — 
— (©: —У)(-У-Е ха) =0 
чл: 
ха -|- у? — (ж — у, тп) х— 
— (у! — х шп) у=0; 


ч® это н есть урапщетие круг, про- Чет 1% 
холпщего через точку Р и через полюс ипшей сппрпли. 
Из пелученптого урпппенпп следует, что диаметр круп 


а=Уб-уз) а Е п) 


Бели определим теперь полярпую нормпль для точкн Р, 
то получим 


М=УИр-р? = Уп? -- ше = 
=И п? (1 Е ша) =Ий(-Н №1) = 
©.— 
= У (хе Ру) (-Н №28) 

Таким обрпзом окпзыппется 4 = М, т.е дипметр по- 
лучеппого кругп рппеп полприой нпорыпля 
точки Р, из которой пыходят касптельные. 

Проподя сопершеппо подобпые риссуждепип, можно по- 
кпзать, что оспопапип пормплей, пропедеппых 
к логприфыпческой спирали из некоторой 
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точки Р плоскостн, лежат нп круге: 
(хз - уз) ша — (у, Е х, аа) х - (х! — у, ша)у =0, 


проходпщем через точку Р н полюс спирали, 
причем дипметр этого кругп рапеп полпрпой 
касательной, пропеденпой п точке Р. 

Покажем еще одно интереспое спойстпо логарифмичес- 
кой спирали. 

Предположим, что мы имеем трп логприфмических спн- 
релн р=0,7, р=а> и р=0:7, имеющих общий полюс. По- 
кпжем, что суммп углоп криполинейного тре- 
угольники, образоппиного пересекпющимнисв 
дугпми этих спирплей, рппна 180° (черт. 146). 

Длп доказптельстпп этого по- 
ложенип обозначим  предварн- 
тельно углы, состаплпемые кпса- 9 
тельными к спиралпм п точках 
пересечений через А, Ви С, п 
углопые козфициепты кпсатель- 
пых через К,, К,, К». у. 


Тогда: ры 
А= Ш; 
Я нь ь 
К. —К 
к | ы 
—.К 
К. 
кк, 
Но из тригопометрии изпестно, что если 
АВС = 180°, 
А-ЕВ--ЕС=№А. ШВ &С 


Таким обрпзом, чтобы убедитьсп, что длп пашего случа 
А--В-ЕС = 180°, достаточпо убедитьси, что: 


К — К у КК | № — К — _ № — №) (к, — К») (№ — №) . 
ук, К у НЕ К ` 1-ю К, (-Нк К) (1-Е КзКз) (1 НК К.) 


Припедп лепую чпсть к общему запмепателю, мы, дей- 


стпательно, убора п спрппедлизости этого рипепства. 


Таким обризом АВС -==180°. 


Определим теперь $т, $, Ти М длп логарифмической 
<пирали. 


то 
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Имеем: _ 0 п? р 


Зн = р’ = п ша = рта 


т ИВА ИВ 
т-У#+(5) =У #+ 1028 =Ру т 02а ' 
М=ИР + ра Ур Ша =рУТ-- 12а. 


Из получепных пырпжений замечпем, что полпрные 
касптельппп, порымпль. полкосптельнтт и пол- 
пормпль логприфмической спарали пропорцнио- 
нпльны роднусу-пектору. 

Зпметим еще, что если сппрпль дппп урпппепнем 


р= е?, 


т© из полученпых пырпжепий, замеппп п пих п через е, 
пойдем, что п этом случе подкпсательнип рапип 
поднормили, п кпсптельпап риппп пормпли. 

Закпачниии риссмотрепне спойстп логарифмической спн- 
рплп, укпжем еще пп одпо пз пих: еслп ип поперхность 
прамого кругового конусп пппести ‚крипую, пересекающую 
псе обрпзующие под одним вн тем же углом, тпк назыпае- 
мую цплипдро-копическую гелису, то проекцип ее пп осно- 
пинне копусп будет логприфмической сппралью. 


Длиип дугн н площадь секторп логарифмической спирали 
Определим длину дуги логарнфыпческой спирали 


между точкпыи (ри, 91) и (» $2). 
Имеем: 


5= Ут ["Узя-ттитя = 
Я #1 


е И — №) = 12198, ), 


по 
Иптереспо заметить, что если предстпппть длипу дуги 


в пиде: 
Уи _ УГ 


$=в па т" №в 


то стппопитсп очепидпым, что длипп дуги легприф- 
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мической спирпли рппип разпости поларпых 
касптельпых, пропедеппых п ее копцпх. 


Пой р: —=0 получаем - 
и! 128 т 


в -а 
Таким образом длипп дугп логприфмической спи- 
рпли от пачплп до произпольпой точки риппа 
длипе полпрной кпсптельпой, пропедеппой к 
спирпли п этой точке, 

Эти спойства позполпют спрамлить дугу логарифмической 
спирпли графическим способом. 

Определим плоещпдь секторп, заключпющегосй 
между логприфмической спирплью р—1? и дпумп ридпуспми- 
пекторпми р, # р:, соответствующими пмыплитудпм ф, Н $. 

Имеем 


} } Ге 943 — р 
= — = — 29 ао = 
ы р 5) ыы 4 ша 
$1 9: 


Прилигав получеппую формулу к спирали р = е?, ппйдем, 
что площпдь, опнисыппемпа риднусом-пектором 
этой спирпли, рапип одной четпертн площидн 
каплратп, построепного пп риднусе-пекторе. 


Построение логарифмической спирали. 


Построепие логприфмической сппрплп может быть пы- 
полнено следующим образом: пусть имеем спираль р == 2%, 
предположим, что мы хотим построить 8 точек этой спирали, 
ет пп дуге, соотпетстпующей измепеппю амплитуды 
ФТ 0 до т. 


Тогда полпгпем = к и, п таком случпе, очепидно, 
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Длп ипхождепип степепей числп 1,3} воспользуемсп гре- 
фическим способом возпелепип п целую степепь. 
Отклпдываем ОА=! (черт. 147); пп перпепдикулире к 
ОА отклпдываем ОВ = 1,31; проведп ВС ВА получпем, пп 
осповаппи геометрич. теоремы, ОС =1,312; пропедп СО ВС, 
получим ОО =1,3 ит. д. 
осле этого сможем построить точки нишей сппрали. 
Откладыппем ОА =! (черт. 148), затем пропедным лучи, 


состивлиющие друг < другом угол = =. На 1-м луе 


Черт 147 Черт 148 


отклпдываем © к ОА, -= ОВ == 1,31, пп 2-м луче—отрезок 

ОА, =ОС = 1,313, ип 3-м луче ОА, = ОО = 1,313 и т. д. 
Точкы А, А., А», Аз н А, будут точками ппшей спирили. 
Прибор длп пычерчииипип логприфмичес- 

кой спирпли состоит из стойки О, которая может спо- 

бодпо прищитьст покруг осн, перпепдикулирпой к плос- 

костп чертежа, ни стержпп АВ, спободпо дпигающегосп по- 

ступптельпо п цплипдраческом отперстпп стойки (чер- 

теж 149); пп копце этого стержни укреплепп римп, песущая 

тажелое металлическое колесико с 

остро отточеппыми крипми, ось шп 

которого может быть ппклопенп к ы 

стержпю АВ под любым углом, по 

псегдп остпетсв ппраллельпой плос- . 


кости чертежа Колесико, опирпась 
па плоскость чертежи, буеет под- Ра 
держипить копец В стержня. Вели 


застппить это колесико дпигатьсп й 
без скольжения по бумпге, то пп- и 
привлепие его дпнжеппп булет со- /, 

ставлать со стержнем АВ постопп- Черт 149 
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чый угол, п трпекторип дпиженип окпжетсп логприфмической 
спирплью. 


Применения логарифинческой спирали. 


Техпические примепепия спирэли осиовапы п большап. 
стве случпеп пп ее спойстпе сохрпвять постопипым угол 
между касптельпой и радпусом-пектором точки кпспаип. 


1}. Профиль пришпющегосп пожа. 


Так ппаример, фрезы токпрпого стапкп длп обтичипапий 
метиллических предметоп имеют профиль, очерченный по 
логприфмической спирали, блигодпрп чему тпк пазыппемый 
«Угол резапип“, т. е. угол между лезапем пожп вн иппрпп- 


Черт 150. Черт 151. 


леппем скоростп остпется псе времп иеизыепным. Ниипыгод- 
пейшип пеличипа угла резаппя определпетсп кпчестпом обрп. 
Фитываемого мптериали и может быть подобрапп длп каж- 
дого случпп при ппличпп ппборп фрез с различпыми углими 
резаппп. 


Нп чевтамау 150 и 15! поппазатсая поптпюошийст паз 
нп чертежах 150 13: пропозится прашпющийсе пож 


соломорезки и одпп из фрез токарпого стапкп. 
2. Зубчатые колесп Вейсбпхп. 


Логприфмыпческии спираль используется п теории мехв- 
ипзмоп при построепии зубчпток с перемеппым передпточ- 
дым чпелом, тпк называемых колес Вейсбахп, 
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Предстапим себе дпп квадратп рисположеппыми тик, кпк 
покпзапо пп чертеже 153. Вообрпзим дплее, что через сере- 
днпу и копец каждой сторопы ‚этих квэдритоп пропедепь 
дуги одиппкопых логприфмических спирплей с полюспми в 
цептрих квпдритоп, одпп пз которых закручивается по чпсо- 
пой стрелке, другап—протпп. В точке Р сппрпли кпспютс» 


друг други. 


Черт. 152. 


Нетрудио покпзать, что при пращепии квадратоп покруг 
их цеитроп дуги спиралей будут кптитьсп одпп по другой 
без скольжевиг. 

Действительпо, пусть М и М, —дпеточки спиралей, пзптые 
пли п ипых обозпичепиих: 


РН = р-р. (1) 


Черт. 153, 
Очепилпо, длп того, чтобы спирпли плапао кптились. 


Фдпп по другой, пеобходимо, чтобы точки М и М, одпопре- 
меппо пришли ип лпаню цептроя ОО,, п длп этого необхо- 
димо, чтобы: 


Е 
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по РМ =И 1 -Н 12а (р, —р) 
РМ, = ИТ-ЕНТи(/—р), 
из ривепства же (1) следует 
р — рр — р’, 


откудп пспо, что рппепстпо (2) спрапедлипо. 

ередаточпое число К, т. е. отпошенне углопых скорос- 
тей колес Вейсбпхп будет при врищепин их мепатьсп пе- 
прерыппо; при этом п течепие одпого оборота опо будет 
достигать 4 риза тих и 4 риза пип, причем: 


ОР ОР 
Кая —= шю = 
Ор - " ^* = бр 


Практическое применение колес Вейсбахп огрипичено, 
зследстпне трудности них изготовлепиц. 


3. Логприфмическпп спирпль п гидротехпике 
н п природе. 


В гидротеханке тпкже нспользуютсп спойстпа логариф- 
мической спирпли при сооружении спиральных подподоп к 
гидривлическим турбиппм 

Логарифмическая спирпль пстречпетсп и п цпрстпе 
природы, попей зппертыппютсп рикопниы мол- 
люскоп, пизыппемых пымонитпыи, ин иекоторых морских 
улиток. 

Зпметим п заключепие, что легприфмическпп спираль 
были открытп одпопремеипо Декпртом в Торичелли. Нпз- 
эппие ее было предложепо Вприпьопом. 

Целый рпд спойстп логприфмической спирпли открыт 
Бернулли, который особеппо восхищилсп этой крипой; ип 
могильной олпте его пыбитп, соглиспо его желапию, логп- 
рифмическпп сппрпль. 


ГИПЕРБОЛИЧЕСКАЯ СПИРАЛЬ. 
Исследованпе формы. 


Гиверболической спирплью пазывают крипую, 
урпппепне которой п полпрпых коордппптих пмеет пид: 


фр = — 
? 
где п—пекоторпп постопапап, которую будем считать поло- 
жительпой. 
Из урапиепив этой спирпли следует, что прп 9=0 
р==ео, при позрастипии ф от 0 д© со ридпус-пектор р стре- 
мотсп от со к 0. 


, 


м ———Щ— 


Черт 154 


Это покпзывает, что гпперболическпп сппраль должпа 
состоять из бесчислеппого мпожестпп питков, закручипп- 
ющихсп вокруг полюсп протпп чпсовой стрелкп (черт. 154), 

‚ таким образом, будет длп спиралп так ипзываемой 
пссимптотической точкой, т, е. точкой, к которой 
спираль может подойти кпк угодпо близко, по пикогдп пе 
достигает ее. 

Зпметнм, что еслп $, пзмеппись от 0 до оо, будет о@ста- 
ватьсп отрицательпой пеличипой, то закручипппае спирплю 
будет происходить по чпсопой“ стрелке. 


О стлутел ль 4 ва амп лимла отт напва п 
оном ссморизчяачь поз нох 


Из ДОМР имеем: . 
МРЕр$шф== к 
214 


Возьмем пределы, полпгап ф—0 
Нт МР =вНт 59 а : 
? +> 


Таким обрпзом при стремлеппи ф к 0, МР—рисстоппие 
точки, взптой пп спирали от полпрпой, осн—стремитсп к п; 
отсюда следует, что прампп у=а будет пссимпто- 
той гнперболической спирпли. 

Исследуем крипизиу гиперболической спирали. Имеем 
формулу длп определепип раднусп крипизпы: 


В + 


и 20 — 0" 
В пишем случпе: 


Из получеппой формулы пидпо, что при возрастапип р 
от 0 до со, радиус кривизпы Е позристпет от 0 до со, и, 
следопательпо крипизпп спприлн будет убыппть 
ФТ со до 0. К этим же пыводлпы можио притти из чисто 
геометрических сообрижеппй. 


Свойства гнперболической спирали. 
Определим угол $ под которым гпперболн- 


ческап сппраль пересекает спон рпдпусы- 
пекторы. 


Изпестио, что вообще ‚ | 
8+= го ‚ 
длп ппшего случпа- 
в=—=-% 
-# 


Гиперболическая спираль 
откудп: = гс 5 (— 93). 


Нрлза запале С. ©. То М зюп сыллаКл львам лее 
задом сор “т, ЭМ, 5 © 53 дя зао Зач пи - 


ралп и риссмотрим пекоторые спойстпп сппрали, спязаппые 
© этами отрезками. 


Имеем: 


Из нолучеппого пырпжепип пидпо, что полприпп под- 
косптельппп гиперболической спирплп впп- 
лпетсп пеличпиой постопппой. 

Отсюдп тотчпс пытекпет 
следстпие о том, что копцы 
полпрпых подкпсвтель- 
пых гпперболической 
спирпли лежат пп ок- 
ружпостп круги, цептр 
которого паходнитсп п 
полюсе, п ридиус рппеп п. 

Это обстоятельстпо дпет 
легкий способ постро- 
епип касательпой п лю- 
бей точке М гиперболической 
спиралп. 

чепидно, дла этого до- 
стпточпо пп перпепдикуларе к 
раднусу-пектору отложить от- Черг. 155. 
резок ОС равный п; тогдп 
примап, пропедепипп через точки С и М, п будет касаптель- 
пой (черт. 155). 

Опрелелап полпрную полпормпль, кпсательную и иормпль, 
получпем: 


Гиперболичесная спираль 


Длина дуги и площадь сектора. 


Найдем длипу дуги гнперболической спн- 
рпли между точкпми (р, $1) и (р» $2). 


Имеем 


5 [Гурин + 
1 


#1 


-|- 


= -— ИЕ и ИГ) 
| $ 9 
Ощоичательно: 
= 1 ФИТ ф.? ее 
о "УТ ей 
УТ а" | 
$3 © 


Определим площадь 
сектора между дугой 
гиперболической спирпли и 
дпумя риднуспми .пекторами, 
соотпетстпующими пмплиту- 
дам $1 И $2. 


Имеем: 


Из получеппой формулы следует, что площпдь, огрп- 
инченипв дпумя любыми риднуспымн-пекторпми 
гиперболической Спирпли, пропорциоппльна 
разпости этих риднусоп (черт. 156). 


Построение гиперболической спирали. 


Проподим из точки О кпк из центри рад копцен- 
трических Фкружностей (чертеж 157). Отклпдываем пп 
пих дуги: 1Мь, 2М,, ЗМ» 4М, и т. д., кождая из которых 
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гилерболичесная спираль 


рпапо п. Тогдп точки М» М, Мь М ин т.д. будут при. 


авы д сы лье 2 ды жа, Зы ео ьь ЖФ л ол ль — довел вы 


подлежать гопероолическоп спирали, ибо длп кождой #3 


пПих 0ф=1 ИЛИ = 


Черт. 157. 


Зпметим п заключепне, что гиперболическаа спирпль 
открыта п пачале ХУ столетип И. Берпулли и Вприпьопом. 


СИНУСОИДАЛЬНЫЕ СПИРАЛИ. 


Синусоидпльвыми спнрплими называютсп крипые, урпп- 
пенип которых имеют пид: 


ра = п® $ тф 
или: 
р" = а" Соз тф. 


Это—песьма обширпый клпсс крипых, подобпо клпссу 
циклических крипых, по еще более богптый по ризпообра- 
зню и сложпости форм. Сзмые, кпзалось бы, пичего общего 
пе пмеющие крипые, объедппяютспт п этом классе. В силу 
этого обстоптельстпп чрезпычийпо трудпо сделпть кпкпе- 
либо общие пыподы отпосительпо формы сниусондпльных 
спиралей, кпк это было сделппо, пппример, отпосительпо 
циклических крипых, 

Длп попспепип пышескпзаппого риссмотрпм пекоторые 


чистпые случпи урппнепип р" = п С0$ тф. 
Полагпп т=1, мы зы урпппение: 
р=8С0$ $, 


Это, кпк изпестпо, урппиепие окружпости, цептр 
которой лежит пп полпрной оси, которпп проходит через 
полюс н нмеет дипметр, рипный п. 

При т = — |, получим урпппепие: 

р! =8-1С05ф 
или- 
п 


в. 


Созф 


по это—ураппеине примой, перпепдикуапрпой. к полпрпой 
оси. 


Пале 220 пазаитло чпеврапна 92 —1С06 0% которое 
35 р 5 54; — © у 355 5 ъв уг ‚й. По А дя 


пырижпет крипую, ппзыппемую лемп нс котов. Подробпым 
изучепнем ее мы займемсп п дальпейшем. 
При ш=—2, получим: 


9-2 =1-3С0$ 2$, 
или: = ыы : 
(932 


Синусондальные спирали 


криппп, пыражпемпп этим урпппепием, пвлпетсп рпппо- 
стороппей гипербол ой. 


При =, имеем: 


И" Со 


р р. 
р=8С0$ о} 


волучпемпп прп этом крипая—кпрдиондп—приипдлежали, 
«пк мы пидели, к клпссу эпициклонд. 


При = имеем: 


$ —- Сас -®. 
р *°=п С0з-, 


=. 
1+ СозФ ° 


криппп, получпемпп прп этом, как изпестпо из теории ко- 
чических сечений, предстивлпет с0б0й ппрпболу. 

Из припедеппых примероп должпо быть пспо, ппсколько 
различпые крппые относптсп к классу синусондпльпых спи- 
рплей, п отсюдп должип быть поиятпп трудпость изучепия 
этого клиссп крипых п целом. 

Сделпем одно ппжпое зпмечипие относительпо формы, 
снпусондпльпых спирплей. Непосредстпеппо из урпппепия 
этих крипых следует, что прп положительпых зпп- 
чепипх параметра сннусоидальпые спирали проходит 
через полюс и лежит п конечной чпсти плос- 
кости, при отрицптельпых же зпоченипх этого 
пприметрп опп пе проходит через полюс и состопт из бес- 
копечиных петпей. 


ла 
р 


Геометрические свойстпа сннусондальных спиралей. 


Рассмотрим пекоторые спойстпп сипусондальпых спн- 
фэлей, присущие им псем. 

Покажем, что угол $, обопзуемый кпсательной 
п кпкой-либо точке сипусонапльпойх спирпли 
2 =п=Зштф с ридпусом-пектором этой точки, 
рппеп ту а перпепдикулир, опущенпый пз 
волюсп пп касптельпую, образует с полпрпой 


Фииусоидальные спираяю 


осью угол 0=(ш- > (черт. 158). 
Дейстпительпо, так кпк пообще: 
44=е, 
п п пишем случае . 


тр"-1 р’ —=та? Соз т 
и, следопптельпо: 


а. 
р" & ту ы 
то: 
+= - = т, 
18 т 
откудэ следует: 
ф= м. 


Далее. тпк кпк ф=е-++., 


то замеппп ф через тф, получаем 
= (+10 р Черт 158. 


Дла сипусондальных спирплей пидп р” = а" С0$ тф сопер- 
шенпо тпким же обрпзом можпо получить следующие формы: 


+-т+- 
в— (т + 1) +. 
< 


Р 


Черт 159 
Только что полученные формулы лпют возможпость 


быстро строить кпсательную в пормаль п любой точке 
синусондпльпой спирали. 


Финусоудавьные спирали 


Так для демпискаты 0 =3ф, следопптельпо, дли постро- 
«пип косптельпой п точке М достпточно построить угол РОХ 
{черт» 159), раапый 3$, и из точки М опустить перпендикулир 
пп прамую ОР; этот перпепдикулар и будет кпсптельпой. 
Определим ридпус крипиппы сипусопдпльпых сан. 


рплей 


Имеем пообще: 
в _ (22 + р? у» 
м2, 
по пз урпппепип: 
9" — а т шф 


<ледует: 
2-1 р'-=1® С0$ М9, 


р-р” -|- (ш — 1) р" р'3 = — шп ЗИ п = — тр", 


н, следопптельно: а 
ор" (т — 1) = — р’, 


ио п таком случае зыпмепптель п пырпжепан дли К обрп. 
титеп п: 

в 26 — рр" = (т-- 1) (2?) 
и, следопптельпо, дла В получим пырпжепне: 


в= ИР-ЕР” 
ш--1 ;: 
Теперь остпетсп определить Ур? - р”. 
Так кпк: 
2-1 р’ = 1 С0$ т, 
то: 


‚ _ 09 Созшф 
= р" 


р =РС т 


и, следовательно: 
=рутр@ ще =. 
Р-р? =РУТ-- С? ше т 
Тоглп имеем: 
| 


алый = Па 
_ ф-т 
Зпметпм следующее: мы имели для радвуса крипазны 
пыражеппе: 
р— ИЕР? 


ш Г’ 
Г. 


Синусондальные спираяди 


ио с другой сторопы длипп полпрпой пормпли пыражпетсп 
формулой: 
М=Уй- р”. 


Сопостаплип этн ривепства, ппходим иптересиое спойстпо 
сниусоидальпой спирали: полпрппп нормаль п неко- 
торой точке сипусопдальпей спирали п т-- 1 
рпз больше раднусп крипизпы п этой точке. 

Получеппое пырпжепие длп радпусп крипизпы и спой- 
ство, пыражающее записимость между радиусом крипизпы 
н поларпой пормалью, будут спрппедлипы и дла спирали 
пидП 

в — 0° С 05 $. 


Покпжем, что п сипусоидпльпых спирплих 
28 =1*3ттф круг крипизпы, соотпетстпующий 
некоторой точке М, отсекпет от ридпусп-пек 


2 
торп отрезок длипп которого риаппп р 


т! 


(черт. 160). 
Дейстпительно, пз тре. 
угольпикп ММК имеем: 


ММ =2В За ф, 
#0 


Мо ИР? РР ор 2 


ЮГ Ур- р? Ш! 


Получеппое пырпжепие спрпведлипо и для сииусондлль- 
ных свноплей пилп’ ой — 0% С0$ то. 

Покпжем еще олпо спойстпо сипусопдпльпых сппрплей’ 
угол 1 между дпумп кпсптельными, пропе- 
деипымн п копцих хорды, проходпщей через 
полюс спирали, япляетсп пеличипой постопи- 
ий (черт. 161). 

В спмом деле, по предыдущему имеем: 


$: = 19, 


. Ч т. д. 


Синусондальные спирали 


н фа == Пр = т (^-- 91) 
Тогдп: м зе, = м, мА 

1—1 та" 988%“ 1. ТТЛ 
или 


Покпжем п заключеппе, что подэрою сппусоп- 
дпльпой спирплп т-го порпдкп отпосительпо 
полюсп пплпетсп сппусондпльпия спирпль 


рт -го породки, 


Таким  обрпзом, если 


—=_ Ри 
оны — п 1 ь 
р п®Н С0$ шт * 
Чтобы получить ураппе- 
пне подэры, пеобходимо ус. 


2}. 
тапопить записимость между 4%, 
р и ф—текущими коордп. Черт. 161 
м - точки М (черт. 162). 
е псего это сделпть, определит длппу ОМ =р из 
лОмм в у р 


Имеем: р= р С03 (Ф— $1), 


р = С п 


н тпк кпк по предыдущему: 


9=@- Юз 
О ВИ 
ь Ш! ° 
Ив Подстивлип, получпи: 
е Мо. ф} ай, Сз цы -Х 
| 9 |4 ш- 1 
(1 Х 665 ( +— $ г 
иво \ тт! 
вл 
= 
— " 
Черг 162 а ш--1 ы 


Симусондельные спирали 


откудп, возпышпя обе чпсти п 
ураппеппе подэры: 


Чт ‚ую степепь, получим 


С. Е. 
РТ — ПН СО = Е т 3. 
Совершенно подобпым спойством облпдают спирпли бпдп: 
р — п* Зв шю. 


Примепяя полученное свойство п чистпостп к случаю 
т = 1, мы приходпмы к заключеппю, что подэрой окруж- 
постп служит кпрлпоплп. К подобпому же пыполу мы прн- 
шла рапьше, пзучпя кардпоиду отдельно. 


Свпусовдальные спирали, соответстпующие целым зиа- 
чениям параметра. 


Выше мы уже отметилп, что сппусопдпльпые спирали 
облпдпют чрезпычийпым разнообразием форм. Сделпть кпкие- 
лпбо общие заключепип © форме этих крппых при произ- 
вольвых зипчепппх т пе предстпеляетсп позможным, по 
еслп предположить, что т приппмпет только целые зпп- 
чеппя, то петрудпо пвдеть, что п этом случпе сппусон- 
дальпые спирали будут иметь мпого общего п спонх фор- 
мах. Нетрудпо показать, что прп этом услоппи киждип из 
пих будет состоять пз спмметричпо расположенпых и по- 
добпых между собой лепесткоп. 

В спыом деле, из ураппепия р“ =1®Зт шф следует, что 


р является периодической фупкцпей с перподом п ен 


\= 


Такпм образом через каждые е 


дальпой сппралп будет попторять ход своего изменепая. 
Следовательно, еслм вообразить, что пз полюсп пропе- 
депо Эт лучей, между киждымп двумп из которых содер- 


жится угол ———, то п каждой ппре соседпих углоп, состап- 


рпдиус-пектор сипусон- 


ляющих, очепилпо, угол п - ‚будет пелпком умещаться 


одип лепесток кривой, п всп кривая тпким образом будет 
состоять из тпких лепестков, симметричпо рисположеппых 
п подобпых между собой. 


Савевов. Земечетельные кривые, 16 225 


Фомуоводльныее овирели 
Леминската Бернулли. 


Одпой пз ппиболее замечительных п изученных синусо- 
идальпых сппралей является лемпаскптп (Адеизхх—бант 
или лента). 

Остапопимся несколько подробнее на рассмотрепип этой 
крппой. 

Урпппепие лемнискпты имеет пид: 


93 = #3503 2%, 


Из этого уравяения следует, па осиовании вышесделап. 
пых замечаний, что лемниската должна состоять из дпух 
лепестков, причем из урпепения же целпосредствепно видпо, 
что паи ось будет служить осью симметриы этой 
кривой. 

Легко перейти к урациению лемцискаты в декарто- 
пой форме. Переписап прежпее урапнение п пиде 


91 = 81 (С08?ф — $$) 
и замепяя р через хз -{-уз и Созф через и а $пф через 
— мы получим: 


з_ — а #*— У. 
= 


а уууав а фа), 


Получеппое ураппенпе покпзывает, что лемписката яп. 
ляется алгебраннеской- кривой 4-го порчака, 

Ппраметрическпё ураппеппя лемпяскаты могут 
быть записепы в следующем виде; 


х = (ет) ; у=- 9. 
и и 

Г дьсшее маем полетать пларлалелая со № № ла м лажа 

вх оду Ул ураном зоны, 1% мова 
отпосптся к классу упикурсальных кривых. 

Лемппскату можпо рассматривать как геометричес. 
кое месте точек, проиввеветие расстояний 
которых от двух дпппых точек есть пеличппа 
а рвы эта. 

Пусть Р и В, данные точки, расстодние между которыми 
обозначим через 26 (черт. 163). 
26 


илп: 


бинусендальные сонваля 


Выбпрпем соответствующим обрезом систему коордпипт. 
Произведепие МР.МР, обозначим через 27; тогдп ураппеппе 


«ривои припимпет пид;: 
МЕ. МР, = а, 
УБ-ТВУ.Уб-вру"= =; 
зосле упрощеппй получаем:. 
ау — (ужи. 
1 


или: 


СТ 


м 


Ро 
Черт, 63. 
ченное урапиепие хеляется уравтепием кривой, пззы- 


Полу 
ваемой овалом Кассипи. При Ь=а получаем част. 
пый случпй овала Кассипи, а именно кривую: 


(хе уу = 24° (8—1, 
по это и есть уравпение лемвискаты. 
Геометрическое свойство лемнесиаты. 


Перейлем теперь к рассмотрению мекоторых особеннос- 
тей я свойств лемппскаты. 
режде есего замечаем, что в пачале коордипат 
лемппскат&ё имеет двобщую точку. Для получепия 
уравнений месательвых в этой томке приразаяем нулю 
члепы низшей степефи в уравиевмии лемпискаты. 
Иивем: ы 
х: — у %, 


откуда; #—у=б и х-у=0. 


Из полученных уравнений зидио, что касательпые 
к лемшискате в иучале коордапат оз#имко 
перпендикуларпы я служат биссектрисашми ко- 
ордпаатпых углов, 


Синусоидельные спирели 


Риссмптривая общие свойства сипусондпльных сяпралей, 
мы яфелучили формулу для радиуса криппзпы. Применяя эту 
формулу к лемписките, получим: 


Фткудп: 


Получепппя формулп яоказывает, что криппзпп лемнии- 
скаты прямо ярояФрцпопольво ралпуёу-пектору 
допио й точки. 

Так как п спмом полюсе р==0, то в К-=0; это яоказы- 
ппет, что вблизн яолюсп демппскпта весьмп теспо сопри- 
кпспется со споей кпсатёльпой. 

Неяосредствеппо из общих свойстп синусоидальпых сян- 
рплей пытекпет также, что воляфппя пормаль п ие- 
которой точке лемппскаты п 3 рп3п больше 
ридпуса крипизпы п этой зочке. Угол, состап- 
леппый кпсательпой п кпкой-лпбо точке лем- 
пискпты с ридийусом.пектором птой точки, в 2 
Зри больше полярпого угла соответстпую- 

его этой точке. 

Угол, состпплеппый перяепдпкуляром, ояу- 
щеппым пп касптельпую ип ипчпла коорди- 
пот, в яолярпой осью, п 3 рпза больше яоляр- 
ного углп точек касаппя. 

Последпимп свойствами удобпо. и к при, „я о- 
строеппи кпсптельпой п пормали к лем Нискатё, как 
было указапо пыше. 

Из общих спойств сппусоидальпых спирпдей следует 
также, что подэрою лемпискпть относуфельно 
полюсп является сппусондальмая спираль, 


имеющая урппнеппе: = а Соз У фьи;' пиопеш лемпис- 


кптп япляется яодэрой. ривпосторонпей ги- 
перболы отпосптельпо ее цептра. 


Построение лемиискпты графицеским и мехавнческим 
путем. 


Рассмотрим построеппе демппёктты при помощи циркуля 
и линейки. Для этой целп уравёепие лемвискпты 
р? == п? (0$ 
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Синусокдельные спирали 


предстивпм яредварительто п анде р? == 213 С033ф — п 
илп: в =(1И2 Соз ф)* — п. 

Из яоследпего урпапевия видёо, что радиус-пектор 
можпо риссмптриппть кпк катет прямоугольпого треуголь- 
чика, гпяотепузп которого реппа з У 2 Созф, п другой кптет 
фппеп п. 

Для осущестплепия такого треугольппкп яостуяаем сле. 
лующим 9брпзом: 


Черт. 164. 


От точки О отклпдываем отрезкп ОА = ОА, =п (черт. 
164). Точки А и А,, очепилпо, принпдлежпт крппой. 

Отклпдываем отрезки ОВ »==а; радиусом, рипиым АС == 
—п У2 яроводпм окружность. 

Под произвольпым, по меньшам 45°, углом ф к яолярпой 
оси яроводим луч МОМ. 

Из точки М ояускпем яерпендикуляр МО. 

Из течки А рпдиусом, разпым ОО, засекпем пп ОВ точку С. 

Тогда ЛОСА и будет искомым. 

В самом деле: 


ОС: = АС: — ОА? == Оз — ОА: == (ОМ Соз $): — ОА: = 
== (аУ2 Соз$}}— а. 
Следовательпо, ОС п булет радиусом-пектором, соответ. 
<ствующим углу $. 
еперь остается рпдиусом ОС сделпть па луче МОМ 
засечки п точках М в М,. 
Полученные точка будут припадлежать лемппскате. 
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Синусвидальные спирали 


Проведя следующий луч под углом у, и выяолвип ука- 
заппое яостроеппе, мы получим еще яару точек и т. д. 

Лемпиското может быть пычерчепо мехппуческию 
путем, как след середпиы большого стержп» 
шпрапрпого пптиваралделогриы т, яротипо- 
яолюожное ппено которого зпкреялепо. 

Чтобы яокпзать это, рассмотрим предварительпо такую, 
зпдичу: пойти геометрическое место точек, сии- 
метричпых с центром риппобочпой гияер- 
болы: 

Хх — уз = а: 
и® отвошепию к се кпсательвым. 

Пусть М (х, у) — точкп искомого геометрического места 
(четр. 165). 


Черт. 165. 
Тогдп: — хх, — уу, =2?..... уравченпе касптельпой, 
у=— Ях..... уравнение прямой. 


Так как точки М (х,у) лежит па, касптельтой и пп яря- 
мой ОМ, то: 


хи! — уу! =? (1) 
у=— Я: ©) 
Л 
Кроме этого, так как точка Т (х, у.) лежит пп гипер- 
боле, то 
хи ЕС у? = а (3) 


Финусоркольныя спираам 


Ояределип зппчепия х; и у, мз (1) в (2) уравиепий и под- 
стипип этп зппчеппя п урпппепие (3), замечпем, что полу- 
чеввое урпанение: 

(хз -р уз) = п? (х — уз) 


зырпжает собей лемппскату. Итак, искомым геометрическим 
местом является лемпискптп. 
Вообразим теяерь шпрппрпый пптияпрпллелограм АВСО, 


которого мепьшее звепо рапио 21, п большее 21У2 
ыы 165). 


Черт. 166 


При движеппп потипараллелогрими точкп Е будет ояпсы- 
вать дугу рапиобочпой гиперболы (тпк как рпзиость рас- 
стояппй этой точкп от точек А и В во псе премя дпижевия 
будет соя =ВС, рпппобожость же гияерболы обесяечп- 
вается пыбриппым соотиошенпем длип стержпей, п чем 
легко убедиться яростымп расчетами), 


Лпипя ЕР—0ось симметрии антиппраллелогримп—будет, 
очевидно, касательной к получпемой гпяерболе, так как 
углы АЕР и СЕР, которые опа состаеляет с дпагоппльпымя 
раднусами-векторамп, равны между собой. 


Зпмечпем лалее, что срелипп стержпя 'ОС точит М и 
центр гияерболы точка О—спмметричпы отпосительно лизии 
ЕР, 10 п таком случпе совершение яспо, что пп осповаппп 
предыдущей задпчп средипп стержпя должип ояпсывать 
яри движенип питиппраллелогримп лемпискату. 


Фниусондальные спираки 
Площадь лемппскаты и длина дуги. 


Плошидь ограноченния лемпискотой, опре- 
делается весьмп яросто. 

Так кпк лемнискпти симметричип отпосптельпо обеих 
осей, то достпточпо ояределить лишь 4-ю часть ялощали, 


соответстпующую пзмепепию ф от 0 до ы ; 


® ® 
ве ы 
ра Ма ог 
У 9 


откудп: 
ы =. 


Таким обрпзом ялощадь обоих леяесткоп раппп 
ялощиди кппдрити, со сторопой риппой п. 

Ояределпм длину дуги лемпискпты от $=0 до ф==ч, *); 
пмеем: 


к — к 512 . и. а 
=вИ оз 29; # = "Убоз 55 ===, Уй-ь ь УСоз 2% 
и, следовательно: 

а 4 


14 4 
$= ЕЕ И И 
"/ Убе 5 у И. 
Таким образом дляпф дуги лемпаскпты пыражается эл- 


лиятаческим интегралом 1-го родп, 
Так кпк тпблицы эллпятических пптегралоп пидп: 


4 
: 1 — я 
пычислепы для случая, когда муожитель К? прп 51я3ф мевьше 


едипицы, то яреобризуем яолучеппый интеграл, яроизведя 
замепу яеремеипой. 


Положим 251я:ф— 51930 (тпы как Ф< и то Зи < 
н 251я3ф< 1 п, след. тпкая замепп возможиг), 


х 
*) "<ч 
232 


= 1—5; “= а —, 
у |1 — — $125 
2 
УТ— я: =У1Т— 99:6 = С0з0 


Таким образом. 


Для определеппя длппы псей лемппскаты  яолагпем 
к. . 
а! тогдп 231я2ф =Т и, следопптельпо, соответстпующее 


зипчепие @ рапияется г : 


Тогдп длипп четпертп лемпискаты пыразится яоляым 
эллиятическим интегралом 1-го родп: 


‹ 
з 40 п 1 
у; ИТ" У? У? 
и, следовательно длппа псей лемппскпты риппп 


уз (уз) 

Рассмотрим такую задпчу: пп лемппскпте дппп 
дуга ОМ, ивчпло которой лежит п ппчпле 
коордипит. Найти дугу АМ, =ОМ с апчалом 
ип осп х-оп. 


РУ р ТТТ ТРТУ ЧТРУЧ 


Тогда 
ом Г У" = 2 га 
у 2] Ув’ 


яричем «—зпачепяе язрпметра для точки М. 


Ц 
Еслы яоложить теяерь { = ——^, то: 


а 
1-—с 
ом=— 1 | а _ 
2. У 2 УИ. 
ая 


14а 


Но яолучепный яптеграл пыражает тпкже длину дуги, 
ипчпло которей соотпетствует знпчедию (=1 и, слелова. 
тельяо, лежит пп оси х-оп, п конец дуги соответствует зпп- 
чепию япраметрп, риппому т тпкиы образом эта дугп 


и будет искомой дугой. 
то соотношепие известпо яод ппзвапяем теоремы 
Фапьяпо. 


Применепия лемиискаты. 


В техпвике лемпяскптой яользу ются как яе. 
реходной кривой яря постройке железнодорожпых, п осо- 
беппости тримвайпых путей. 

В облпетп физпки мы встречаемся с лемпаскатой п от- 
деле электричества, изучпя дейстппе, проязеблеппое дпумя 
япраллельпымп токами, текущимп яо бескопечпо длияпым 
прямолипейяым яроводпм; п плоскости, перпеядпкулярпой 
проподпикпм, яолучается яотенциальное яоле, экпппотепци. 
альпые липни которого п некоторых частпых случаях яп- 
ляются лемппскатами, 


СПИРАЛЬ КОРНЮ. 


Вывод уравиеипая. 

Постапим себе задичу пайтя урппиепие кривой, кри- 
пизпп которой позрпстпет ярояорционпльпо 
длипе дуги. 


яп падала М дКазппимть иыпипнана п падал С заипи оны 
АА эъръ- 8 ом ы Вор] у 5 эру `“ ив у у: = 


отсчитываемой от пекоторой точки, то дпппое ояределепие 
искомой кривой можпо хпрактерпзовать рпвепством: 
К = 2$ 


где 2т—пекоторый коэфпциепт пропорциопальпости. Но 
крипизпи, кпк изпестпо, ояределяется ях формуле: 


Ча 
ть 
таким обрпзом для ппшего случпя яолучим: 
р 2тз 
8 ^^’ 
откудп: 
ыы а=тз? +-С (1) 


Белп спстему коордиппт пыбрать тпк, чтобы кривая кп. 
сались оси х.оп п пичале коордипат, п положить, что от. 
счет длпяы дугя ведется от начала, то постояпное ппте- 
грпровапяп С окажется рпппым нулю, п равенство (1) примет 
пнд: 

3 


С аругой сторопы яз лифереипиальной геометрия из- 
пество, что: 


длп вашего случая эти равенства можно можно переписпть- 
следующим образом: 


4х = Соз ша? @& п 4у = Зя тз? 63, 
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Фяирёяь Корию 


юткудп яосле питегриропппая яолучпм яарпметрическпе 
урпвпенпя искомой кривой: 


к= | Совлназ и у= Зы тя в. 
$ [1 


Произпольпые постояппые пптегрпроваиия рппиы нулю, 
тик как прп ппшем пыборе спстемы коордпппт ярп 3 =0 
должно быть также х=у =0. 


Исследование формы. 


Полученипя кривая ппзываетсв сяпрплью Корию 
члп родипльпой спирплью. 


Черт. 167. 


Сппраль Корпю кпспется оси х.оп п ппчпле коордпппт. 
имея прп этом крппизну, риппую пулю; при возристпиая. 
дляпы дуги кряппзпп крпвой ярояорциопальпо возристпет 
я сппраль почиппет закручпваться, делпя бесконечяое ко- 
личество оборотоп вокруг точки М (х,, у,) (черт. 167), ко- 
ордппаты которой ояределяются по формулим: 


х = |" Совшня ая и = | `Зятиа. 
® © 


В курсах ппалпза доказыппется, что велячяяп каждого 


из птих питегралоп рапяяется зу. 


2 
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Спираль Норию 


И= Их ) 
Такям обрпзом точка М, (у оУ5е ] является 
ассямятотяческой точкой спираля Коряю. 
Измеяяя $ от 0 до —со, мы получям вторую чпсть кри- 


вой, лежпщую п 3-м коордяяптвом угле я ямеющую, пс- 
симяготическую точку М; [— У= ‚— У= . 
Ут ‚2 


Применение спирали Корию. 


Осяопяое требоваяше, которому должяы удоплетпорять, 
так япзываемые, яереходяые кряпые, имеющие боль- 
шое зяпчеяяе яря строятельстве жел. дор. ляяий, заклю- 
чается п том. что у яереходвой кряпой крипизва должиа 
измеяяться ярояорцяояпльно дляне дугя этой крипой. С 
точкя зреяия этого требоваяюя спярпль Корию яп- 
ляется идепльяой переходяой крявой, 

Нп ярпктике яользуются обычно более простыми кри- 
пыми, япяример, кубической ппраболой, лемяяскптой, кото- 
рые лишь яриближеияо удовлетворяют пысказаяяому пыше 
хприктеряому яризяпку яерехоляых крипых, яо© которые 
окпзыппются более удобяымя для техяических рпсчетов. 

Заметим еще, что сяяраль Коряю имеет зипчение в 
физике, ястречпясь там пря изучеяни вояросоя, сяязпяцых 
с явлением диффрикция. 


7. РАЗЛИЧНЫЕ КРИВЫЕ. 


ЦЕПНАЯ ЛИНИЯ. 


Вывод уравнения. 


Цепипа лппоп является крапой, форму которой прпни- 
мпет одпородипя, гибкая, перастяжныйл, тяжелий пить с 
закреплеппымп копилып под дейстппем силы тяжести. 

сть п точках А п В на одпом уропне зпкреплепы 
копцы потп (черт. 168). 

Рассмотрим какой-либо элемент 43 длины этой патп. 

Этот элемепт нпходнтсп под действпем трех сил: 


Черм 168. 


1. Вес самого элемепти—спли, действующий пертикальпо 
2. Натяженне пити п нпжпем копце, действующее по 
ппаравлепню кпсотельной п этой точке. 
‚ Нотяжепие плто п верхпем копце, дейстпующее по 
иппривлеппю касптельпой п этом копце. 
зпочпы углы, составлпемые кпсптельпымт п ковилх 
пыбраппого элементп с осью х.оп, через 0 п @-- 49, в пл. 
пряжеппп соответствеппо-=через Т и Т-+-8Т. 


Сэвзвое Замечательные кривые. #6 3 


ЯДенея ооо 


Линейпый пес пнтн—через т. 
Разложим этн трн силы п куомпопепты по оспы х-оп 
н у.о: 


х, =0 у: = — 145 
Х: = —Т С0$0 уз =—Т 50 
х: = (Т-- АТ) Со (6-46) уг =(Т-+- АТ) $ (6 -- 46) 


Тик кпк элемент 43 ппходитсп п рпапопеспп, то суммы 
компонептой по осн х-ов к поосп у-оп должпы рппиоться пулю. 
Следопательпо, 


Т 06 = (т +81) 605 (6449 @ 
Т5п0 = (Т-- АТ) в (6-4 40) — паз @) 
Ризделнпв почлеппо эти урапнепив, получим: 
г © 4$ 
1 — Пот соб 


Но из урпппепна (1) следует, что горизоптальпай состпп- 
лиюшиа ввлпетсп пеличппой постопппой длп обонх копцоп 
элементи 4$, н так кпк элемепт 4$ пыбрап пронзвольно, 
то, очепндпо, этп компопепдр будет постоппной длп псех 
точек пити, Обозппчиы ее через К. 

Тогдв: 


0=5 (0-40) — = 48. 
Обозпичпы и через п; тогдп получны: 
600+ (3) 


Заметим, что постоппипп п, которую мы ппелп, 
пплпетсп пеличивой прамо пропорциовпльной 
горизоптпльпой соствьлиющей силы потоже- 
ния п обритпо пропорциоппльпой липейпой 


щш лил лм 1 вал 
вялые вме, 


Ризделнп все чледы урпапепия (3) пп 49, получпем: 


о -&0 1 43 
48 в 40° 


Белн застаппть 40 стремитьсп к нулю, то п лепой частн 
получитсп п пределе производппя от 15, и урпппепие 


Щелизя линия 


примет под: 


Заметпы далее, что 1% = п, следователь, 


# _&у 
Зес:0 — = : 
Хх 43 
кроме этого 
-. & 
в _& 
. 
Чх 
ы [, 
4 _ ву} 
@х и). 
Тогда р а : 
ес = у} 
@х п 4х „Ин 
или: 


Мы получили таким образом днферепципльное 
Урппненпе цепвпой лппам. Остпетсп  пролднфереп- 
чпропать это урппаепне. 


код . 1 з 
Обозпичим а через р, тогда жа 14. 


Ризделоп перемеппые п пронитегрировап, получпем: 
Ш(оНИГЕ = +. 


Если провестп ось ордпнат через пнзшую точку кропой, 
8 которой кпсательпап горизонтальна, то прн х=0, оче- 
еэндпо, н у’=0 ни, следовательно, прп этом услопин с =0. 
Такам обризом 
аа М1 в — х 
о, ДИ ДВ К РО в ы 
Потепцируп: 


р+ ИГ =е* @) 
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и, следовательпо, 


-— 
= а 


1 
Р--И1- р 
Умножеп числитель п зпёмепатель левой чпстн пп сопря- 


жепную величину, получпы: й 


—р+иИГЕ т ==е * @) 


Вычития урпппение (2) из (1), получим: 


о ее “|, по ›— ЧУ 
” 2\ } .’ ах 
тогда: 
м1 (в * 
= р) ( е } 


Пропптеграровап последнее урпапепне, мы получпем 
ураппепне цепной лппип п обычпой форме: 


1 (+6 *). 


Прн помощи гнперболических фузкций урпппеппе цеппой 
лниии может быть заппсапо короче, в, пнде: 


ув Сов вр -*. 


Цепную лпппю можпо такям обризом рассматривать кпк 
график гиперболического косппусв. 


Форма цепной линни. 


Цепний лпонп пелпетсп кривой сныметричпой отпоси- 
тельпо оси у-оп. Из ее ураппевия следует, что при х=0 
у == 0; таким образом постоппнап пеличипп п с геометрия. 
ческой точкн зреннй пвляется начальпой ордипотой цепной 
липпи. С мехпнической точка зрепий смысл этого пприметра 
был уже пыпснеп пыше. Точку (О, п) ппзыпают першипой 
пеппой лиан. 


Свойства цепной липин. 


Обратныся теперь к риссмотрепню пекоторых особей. 
ностей н спойстп цеппой линии. 


Цевиря яузио 


Обозпичии угол, составляемый кисотельпой с осью х-оп, 
через а, мы будем пметь: 


ще-у’- р, 


откудп: 
Со ИИ ЖЕНЕ 
та 1+ заыр = 
ПЕН ЗЕ. 
Созыр-^ У 
|] 
И тк 
Сов а = — 


н, следовательно, 
у Соза= п. 


Это соотношеппе дает способ построепип кпсп. 
тельпой п любой точке цейной липип. 

Ток, але построеппя ка- 
<птельпой п точке М (черт. 
169) стропы пп ордппате 
МР кпк пп дипыетре окруж- 
чость. Из точкп Р радпусом, 
риппым п, делпем засечку п 
точке М. Тогда МРМ ш 
будет углом а, так как 


Сов МРМ = - Но п та. 


ком случае н МКР тпкже 
ппеп < н, следовательно, Черт. 16. 

К— кпсотельниая. 

Из чертежа пндпо, что проекции ордппиты цеп. 
пой липы пп пормпль есть пеличипв посто- 
анноо, ропозя ппрометру п. 


Саределиы дилхх принизиу цепной линии. По 


общей формуле нмеем: 


Для ипшего случая: : 
у=зшыр-&; (+ узуь= 7 


Цепная линия 


ь = 1 созыр © =. 
в п а 


Подставляя, получим: 


ку. 
аз а 


<, |= 


Тотчас же получаем выражение для радиуса крипизпы: 


2% 
т. 


Из получеппой формулы следует, что ипибольшап крн- 
пизпп цеппой липип будет п се першиеве (О, п); по мере 
удалепип п бескопечпость крипизнп пеограннченпо убы- 
ппет. 

Переписав формулу для рэдпусп крппизпы п пиде: 


=, замечпем, что ордипптп точкн цепной 


лнопо есть средпее геометрическое между 
раднусом криппзпы п парометром, 

Отыетпы также, что радпус криппзпы цеппой 
лпвво пзмеппетсп пропорциопомьпо кподриту 
орди поты. 

Определпм длпву пормпли цепной лапий. 


Имеем по общей формуле: 
№=уу Гут = Совыр-^.Совырх_ =. 


Сопоставляя полученное пыражепне с пыражеппём дла 
радиуса кривизпы, заметим интересное свойство цеппой 
лини: рпднус крапизпы п некоторой точке 
деппой липни’  рппепв длнопе пормало в этой 
Фочке. 

Это соотпошенпе позволяет быстро ппходить цевтр- 
рю ИТ. ГА. ИА < С 

Длп этого достаточпо, очевидпо, отложить пп продол. 
жевин пормали п сторопу вогнутости отрезок, разпый длипе 
нормали. Комец этого отрезка п будет пскомым центром 
кроппзвы. 

Цеппая липпп и окружность—едниственные крппые, у 
которых радпус крпвизаы равеп пормали; равпица лишь 
п том, что эти две лпппп п окружпости сливаются, а у. 
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Целиая линия 


цеппой лнанн они расположепы по ту и другую сторопу 
от точки каспоип. 


Длина дуги цепной лпнин; площадь, ограниченная ею ит. п. 


Определим длипу дугп цепвой лпнп& от ее 
першипы до пекоторой точки М (х, у) (черт. 170). 


Имеем по общей формуле: 
чАМ= |“ УГ-ЕУтах = |"Созыр 24 = 


Черт 120. 


И так оказывается: 
АМ =Уу: —ю. 


Током ‘образом длнип дуги рапппется кптету прямоуголь. 
вого трфгольнакф, гипотевузп которого рапип у, п другой 
пиры: раба и 

Но такой треугольппк мы уже стропля (ЛММР). 

Итак мы получили весьмп простой п пзящный способ 
спрпылепий дугп шеппой лапа: длппа лугп пеп- 
пой липпи, считвемая от ее першапы до пе- 
которой точки, рпзпп проекции ордппоты этой 
точкп ма касптельпую, пропедеппую п этой 
точке, 


24 


Цепная линия 


Площеодь, огриппчепиии цевпой лоппей, осью 
х.оп и ордппптима, соответствующеми абсийссам х: п х,, 
пыризитсп следующим образом: 


х Ча. 
У =в[ Со; Ыр —4Чх=о0| ЭвЫр —| = 
| п), 
хх 
= и Зтыр 23 — пп ыр Е = 
Г. |. 


— 01 Совы № 101 Сов р: 21 —1= 
7 п и п 
== ВУ у: — п? —пИу:? — 2. 


Подобпое пырпжепие длп площидп позволпет быстро по- 
строить прпмоугольпак, рипнопеликай дпппой площлди, п 


Черт 171 


имеппо: пз першпаы А радвуспып АВ=у; н АС=у. делпем 
пп осн засечки В п С (черт. 171); тогда ОВ=Ууз — п в 
ОС = Иу2? — п? в, следопптельпо, прямоугольник со сторо- 
помн ВС и 3 будёт рипповелик даппой площадн. 
Иптереспо отметить следующее соотпошепие между 
площодью в соотпетствующей ей дугой. 
Длипа дуга между точками М, (х,, У!) п М» (х», уг) пыро- 


эптоп пл Фломлеваь 
957835 954 тру. 


ть а во 


Соответстпующия площпдь: 


Отсюда следует, что Ц =1$5, т. е. что пеличние пло- 
щедн, огропнчовпемой дугой цепвпой лоноп, 
осью х-оп п дпумп ордппптоми, пропорци- 
оппльпп длове этой дуги. 

Определпы объем у и бокопую поперхпость 
Р тели, получпющегосп от прищеппо цеппой 
лпонн покруг осв х-оп. 

Имеем по соответстпующим формулпы: 


Ух [ “Соз р’ Ха т [озвь ® Созыр К =], 
г. 2 г. п 
2, 


ЕТ 
р — 2 созыри Хаки ов Ыр я Соыр 4х |. 
п в п ы 

т, 


Из получеппых формул легко получпем соотпошеппе 
между объемом получеппого телп н его по- 
верхпостью: . 


Р=—\. 
в 


Зпметны, что тело, получпемое от прищепип цеппой 
лпони покруг оси х-оп, ппзывается котепондом. 

В варпациоппом псчпсленпи стапатсп следующий задпчп: 
пп плоскостн дпаы де точки А ин В в прамоп СО; пойти 
крппую АМВ, рисположенпую п этой плоскостп, которап, 
пращаясь около СО, обризопаля бы поперхпость пращепип 
с ппамепьшей площадью. 

В результате решепиа нскомпп кровап окпзываетсп цеп- 
пой лёппей, и получпемпп такны образом поперхность— 
котепондом. 


Примепенип цепной лпннн. 


В облясти техппкн цепппп липня пстречпется чисто п 
расчетах, сепзаппых с проппсапнем питей. В строительпом 
деле очертппие осепой лпппп сподп п пекоторых случаях 
произподитсп по крппой, которпп получпетсп из цеппой 
лппия путем пропорцноппльпого умепьшении ее ордпапт. 


Целная линия 


Эту крипую пазыпаит котепондой. Ее урпопеппе имеет 
пнд: 


Рассмотрим пекоторые звпнспмости, которымн 
нпогдп пользуютспв п техпическвх росчетох, 
сппзпнвых с цеппой лицей. 

Длипу дугн АВС обозппчим | 
через 21 (черт. 172). Получим —4 # — 
запасимостн между: у -----4----- гс 

1) лпраметром п, длнпой дугн | 
21 и стрелой прогиба { (глубнаой | 
пропнспаня); ; 

2) ппреметром п, длипой дугп | 
2 н ордппатой 4; 

3) длипой лугп 21, ппрпметром 
вн шарнвой пролетп 25; 8 

4) гео те | $ 
стрелой проги ин шарнао 
пролета 2. ы Е 


Решеппя: 
1) Выше мы получали формулу дл длипы дугп, соглиспо» 


которой имеем: 
= ИЕ 


откудп 


|| 
Е (1) 


По этой формуле удобпо пычпелять ппрпыетр п при 
дппных [и 
2) Подставляя п формулу длипы дуга 4 вместо у, по- 


лучим: 

{= ИБ — п 
откуда 

В = Ув—1 


Формуди также удобип дли определешия п. 
$) При пыподе формулы длппы дуги мы имели 


АМ =п ыр-=- - 


Цепная линия’ 


п ппшем случпе достаточпо подстппить Ь место х, и мы по- 
лучим нскомую записпмость: 


=ебии/ыр > (3). 
4) Непосредстпеппо получпем: 


ев Созыр >. —в (4). 


В целах упрощеппя пычислепий преобразуем последпюю 
формулу. пыпеся п за скобку п разложив Со$ МР п бес. 
копечпый рад. Получаем: 


ОИ 1 ыы 
= —-...... . 
21 от 2 21 ый 
Ограничиеппсь одпны слигпемым, получпем простую приблн- 
жеппую формулу: 
и (5) 
& 
При пыподе урпплепия цеппой липни мы Заметили, что 


горпзонтальппп составляющий х сплы патяжепоя длп псех 
точек крнпой постопипй. 


Мы впмели: | 
х=тТСо$ 9 (6) 


Так как п першипе крипой горизоптальпав составляющая 
будет раппп силе пптяжепип, то пп х будем смотреть кпк 
ий снлу патожеппя п вершние. Тогда формула (1) пырпжпет 
записимость между х— силой натяжепап п першипе, Т— 
сплой натяжеппп п любой точке крипой н @—углом, состпп- 
лвемым кисательпой п этой точке с осью х-+ой. 

Из формулы (6) получпем: 


Т-_& 2) 


Из этой формулы пепосредствеппо пидно, что сплп патя- 
жеппя п першиве крнпой будет пзпмепьшей. 

Мы заметили п свое времп, что ппраметр п цеппой лпннп 
прпмо пропорцповален силе пптяжепня в вершпие п обратпо 
пропорциопалеп лппейпой плотпости кривой т, е. что: 


Мелнея линия 


Г. == нлп Х = 00; подстовля п’(2), получпем: 
Ти УГЕ В 1-40 =ашУ1-Еу? = 
= 01 Со$ ыр-_ = ту. 


Токпмы образом окпзыппется, что Т =ту, т. е. что соли 
эптяжепая Т п любой точке цеппой ливни 
фиппп по пелпчиве песу отрезкп пити, длвоо 
«оторого раппп ордппите этой точки. 

Урпппеппе цеппой липпп 


Е 
ут (ее :) 
можно предстаппть с помощью бескопечпого ради. 
р. |. 


Дейстпительно, замеппа е'’ пе * соотпетстпующими 
Фескопечпымп рпдамп, мы получим: 


1,1, 1 #4 
= (1+ Ре а ЕТ АЕ и + 
х тт, тж 
Вы ое Та ..) 


(1+ п + х.+ о ) 


Если стрелв прогиба цеппой лпипа незпочительпа, то 
отпошеппе будет весьмп малым [пбо п будет песьмп 


большом, <. формулу (1}}, ни поэтому можпо спободпо пре- 
пебречь пысшпып степенями этого соотпошепия, 
к, оставлия только 2 члепп п разложепии, мы получны 


”ппьпопп» илтлпла булет пыпаниттРь 476 по попил янаню, 
урпепепие, иотовое выражать уж вую 

а 
= 20 (у—п). 


риболу: 

Расчет по парпболе зпачительпо проще. Заметам п за- 
кдючеппе, что в техпике встречпется кривая пропесп, кото- 
рая п положении рапповеспп под, тсп потяжению, про- 
порциональному площади ее поперёчпого сечеппи. Эта крп- 
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вап называегсв цеппой липней риппого сопротив- 
лепип. Ее урпппепне имеет под: 


ри ты 
Сов > 
а 
Построение цепной динии. 
2 2 
Из урппиепип цеппой лппап = (+ г) следует, 


что ордпапту кпждой точки ее можно рассмптривать кпк 
полусумму ордипат покпзатель- 
пых кривых: 

я я 


— 


у 


у=ше" в уже 


Это обстоптельстпо дпет легкий 
способ построепиа цеппой лапой 
кпк только построепы соответ- 
стпующине ей покпзательные кри- 
вые. 

Изчертежи 173-го видпо, что: 


МР-ЕМР _ 2МР-+-ММ, _ 
2 2 


отсюдп следует что длп постро- 

еппп точкп цеппой лаппа, соот- 

петствующей пбецпссе ОР, до- 

стеточпо отрезок ММ, разделять Черт 173. 
пополем,—его середипп № в бу- 

дет нскомой точкой. Яспо, что этвм прпемом можно по- 
строить сколько угодпо точек цеппой лнони. (Построепне 
покпзательпых крипых описпно ппже. 


Цеппая лпппя открытп п копце 17-го столетип одповре- 
мепно мотемптнкпын Гюйгепсом, Лейбпицем п И. Берпулли, 
которые, поспользовапшись методом ппализо б. м. смогли 
пойти точпое решепне задпчи о форме крппой провеса гиб- 
кой перпстяжимой питп. Иптереспо заметить, что до зтого 
премепн дпже тпкие круппейшпе мптемптики, кпк Галилей, 
крипой пропесп считали пприболу. 


ТРАКТРИССА. 


Выпод урапненип. 


я я 
Определим эпольпепту цеппой липпн у=-›- е* =) 


Известпо, что урпппепие эвольпепты весьып просто полу- 
чпетсп; если урпанеппе дапной кривой задпао в ппромет- 
рической форме, причем зп ппраметр припатп дугп зтой 


«ривой, 
Тогдп, еслн х = (5) в у=$ (3)-урпапенап дпппой крни- 
зой, то, пприметрические урпппепип ее зпольленты будут: 


х = (е—з)х' 
у=у-+(<—Зу', 


Черт 174. 


где с—пекоторпй постопппал. Длп цеппой липип можно 
получить ппраметрические урппиепип исхода нз того, что 
длний дуги ее, считпемпп от точки с панменьшею ордппя- 
той, определпетсп по формуле 


зы 5" =“) 


откудп 
у=з 8 и у-:=ое". 
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Трантрисса 


Из этпх соотношепай пемедлеппо получпем нскомые 
урпппепнп цеппой липин: 


у=Уз м ин кок ЕЕ в. 


Рисполигая зтпып урпппепппый н пользуясь общим урав. 
чепнем эпольвепты, п котором положны с=0 (тек кпк п 
точке А, где ипчпплется зпольпентп прп х = 0 п з=0, оче- 
епдно, н х должпо рапалтьсв 0, п зто позможпо лишь прн 
с =0), мы быстро получпем урпппепия эпольпепты в фупк- 
ипи ппраметро 5: 


х=0№ ва узи, 


- 02 

У уз" 
Исключип порпметр $ из этпх урппнепий, мы приходны 

к урваповию эпольпепты цеппой линин. 


У ушу. 
у 


хе 


Эпольпептв цеппой лппин ппзываетсв также трактрис- 
сой (ипешх сотрИси), пла логондой, илн питни фрник. 
цнопной крипой. (Со{ез) (черт. 174). 

Изучеппе формы трактриссы, п также ее спойств улоб. 
нее псего проподить пользуясь ппрпметрическимн урпппе- 
пноми ее, которые можно получить, полпгоп у = & тогдо 
зосле поастпповки: 


хе [к с&-> — Сея : 
Итак. пприметрическне урпппенип триктриссы суть: 


х=8 [& с&-- — Соз | 
у=о9ю{ 


Суда по урапнепипы, трактриссп пвлпетсп трппсцепдейт- 
вой крипой. 

Из общего урпппеппй трактриссы пилпо, что пой у—+0 
х—+00; зто ПОКПЗыППет, что @сь х-оп служит пссныпто- 
той трактриссы; далее пидпо, что у пе может превзойти 
по пеличппе пн при у=в х=0 у пе может также быть 
отрпалтельпым, ибо прп зтом 1 п припой чистп перестает 
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лнпни, 
Диферепцаруя ппраметрическпе урпплепия, пмеем: 


лы пСоз3 1 


= & 
й ЗЕ ` 
4у =0С0${ 4% 
откудп: в 
ах ь 
Так как: 
4 — 
4х во 
то: 
откуп: 5$ == 4 % 
| = 180°—, 


и тик кок ф есть угол, составлиемый кпсптельной к кривой 
с положительпым ппправлепнем осн х.оп, то угол { будет 


2 .# —. 
Черт 175. 


углом, состаплпемым кпсательпой с отрицптельпым папрап- 
пен г х.оп. Такоп геометрический смысл пприметри + 
черт. 


Прп = у’=оо, откудй заключпем, что п точке 


А(О, п) крипой, касптельппп соппадпет с осьф у-0п; точка 
А пвлпетсп точкой позпроти. 


Звоктриссо 
Оснопное спойство трактриссы. 


Остппопимсп на одпом пеобычпйно пажном спойстве 
трактриссы. 

Мы пнделн, что п ппраметрических урпппеппих трак- 
триссы парпыетр { лолпетсй углом, составляемым касатель- 
пой п пекоторой точке М(х,у) с отрпиптельпым пппрпп- 
лепнем осн х-оп. 

Мы имели у=0${, по с другой стороны—пз ЛММР: 
у= ММ ю $ таким обризом окпзывается, что ММ =в=5с0034. 

В зтом мы можем убедптьсп также, определпп ММ кпк 
длнпу кисптельпой по соотпетствующей формуле: 


мм=т=,)/ +) =. За УТЕС =. 


Итак, замечательпое спойстпо трактриссы заключпется, 
п том, что длп любей точки триктриссы кпсп. 
тельппп пплоетсв пелпчнпой постоянипой, роп- 
пой ордопвте п ипчпле. 

На осповапин этого спойстпа троктроссу пазывают „кри- 
пой рпппых касптельпых“. 


Применение троктриссы. 


В карусельпых токарпых стапкох одпой нз состаппых 
чистей пвлпется так ппзываемая патифрикциоппав пота Шиле. 
Кривай, по каторой очерчен профиль 
пертикального сечений зтой ппты, 
удовлетпоряет, услопию: 


= =с0056 (1) 
Со5ф 


ток как при этом услопнп обеспечи. 
ваетсп сопершеппо раппомерпое 
спошивопне поты (черт. 176). Но ус. 
лоппе (1) запишетсп ппоче, если прн- 


нять по попмаоое, что = тогди зто усло- 
пае пыризнтсй рапепством: 
ХИТ О} =: 


Выражение, стоящее п левой чисти, пвлпетсп длопой кп- 
сательной, считпемой от точкп кпсавия до пересечепия 
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касптельпой с осью у-ов, 

Итак, кравав вертпкпльпого профиля поты Шале по. 
лпетсп крипой, у которой кпсательпал постопппи. 

Тпкой кривой, кпк мы ппдели пыше, пелпетсп трактриссп, 


Длипа дуги, паощаль и т. п. 


Длппадуги троктриссы п пределах длп у.кп—от Ь до, 
а причем о<Ь < вп пыразптся формулой: 


$=04->. 


Площидь, огрппичепавя триоктрассой п осью 
х-оп п пределах длп у-кп от п до 0, раппа зетпертн пло- 
щидо круги, ридпус которого рапев ппоболь- 
шей ордпппте троктроссы. 

Поперхпость телп, получеппого от пращепиа трак- 
триссы покруг осп х-оп, рапвяетспв поперхпостп шёра 
с раднусом раппым п объем этого телп рпп- 
ппется полопнпе объемп шпрп того же рв- 
диусв. 

Отметам п заключеппе следующее: тело получпемое прп 
врищений трактриссы выкруг её псспывтоты (оси х-оп), за- 
мечательпо тем, что поверхпость его пмеет постопппую 
отрецательвую полцую крипизву. Тело это пазы- 
вается псепдосферой п имеет, кпк изпестпо, глубокий 
смысл п пеепклодопой геометрип. 


Построение трактриссы. 


Иптереспым пвляется сп построеппп трактриссы прп 
помощи перочиппого пожа. п пож с дпумя лезпиями 


Черт. 1177. 


рискрыть, кпк показапо нп рпсупке, 177 п вести копцом од- 
чого лерпия по прямой АВ, пграющей роль пссимптоты для 
25 
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вычерчиваемой троктриссы, то вапровлеппе второго лезпап 
п каждой точке траектории его дпижеппя будет касатель- 


плй № тай тлалриытдлим ппываа папам слой плавной 
м 5 ыы р-р 55) о фобий #955900 Уз “5 ЗВ ты В 


будет, очеппдпо, все премя постопппой п, таким образом, 
трпекторпп дпижепия будет трактрпссой. 


СИНУСОИДАЛЬНЫЕ КРИВЫЕ. 


Построеппе крипой. 


Общий пид урпппапап снпусопдальных крипых, имеющих 
громпдное зппченне п теорий гармопических колебаппй, тп- 
коп: у=АЗ («х--«), где А; хин а«—пекоторые постопн- 
пые, смысл которых будет пыпспеп дальше. 

Предстивлепие о форме снпусондпльпых крипых лучше 
всего получить, зпанмапсь непосредстпепным построеппем их. 

Рассмотрим, как проподнтсп это построение, пп частном 
случпе, когда ®«—любое число (длп определенпостн будем 
полигпть «=2), н когда а=0. 

Дл построепиа крипой поступпем следующим обрпзом: 


Черт, 178. 

проподны окружпость ридпусом, рапным А н делны, ее па п 
чистей (ппар., нп 12), нз точек делепип опускпем па горизоп- 
твльпый дпаметр перпепдикулиры М, Р,, М, Р: и т. д, 
(четр. 178), продолжпем днпметр окружпостп н нп продол- 
жепнп ее отклидыппем отрезок ОМ==2*А, делим этот от- 
резок ПП ®п равпых чистей (п ппшем случпе на 24). Прамую 
ыЕА принныпем за ось х-оп, п пераепдикулир к пей, прохо- 
дишнй через точку О,—зй ось у-оп. 

Пропода через точки делепия осй х.оп прамые, перпеп. 
днкулпрные к пей, п через точки делепип окружности—прп- 
мые, ппрпллельпые оси х-оп, получим п результпте пересе- 
чепий соотпетстпующих прпмых точки, припадлежащне снну- 
сондальпой крипой. Очеппдпо, при таком построении кпж- 
дой абсциссе х будет соотпетстповать ордняйти, рапнпя 


АЗш 2х. Такны образом, если абсцпссп рипна т, то соот. 
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зетствующия ей ордипатп будет Ат ==мМ Р,, есла,пбс- 


апссп рапап =. то орднватп АЗ 3 =М№ Р; п т. д. 
Соеднпия получеппые точкп плппио, мы получим снпу- 
<ондпльпую крнпую, соотпетстпующую урзппепню: у=А$т2х 
Еслп ® пвлпетсп дробпым числом. то построение крипой 
произподитсй точпе тпк же, но при этом пеобходныо только 
брать п числом кратным знпмепптелю ®, чтобы число, нп 
которое придетсп делить отрезок ОМ, оказалось целым. 
Пупктариап кризап па ипшем чертеже соотпетстпует 


«=. Наконец, п случпе, когдп «=0, пеобходимо через 


цептр окружпости пропести прямую ОК, состивлающую с 
полож. ппправлепнем осн х-оп угол «, и при делепий ок- 
ружностн пп п раппых чистей пачплом 1-Й дуги считоть 
точку К. Крипап, получпемап прн этом, окпжетсп смещепной 
параллельпо спмой себе по срапнепию со случпем «=0 на 
расстопппе, которое по осп х-оп отложится отрезком раппым 


— ппропо от нпчали при а«>>0 п влепо прп а< 0. 


Формп синусондальной кривой м смысл парпметроп ее 
уравнення. 


Получеппая крнипэя`состонт пз бескопечпого количестпа 
попторпющихеп полив, что п следовало ожпдить блигодара 
перноднчностн снпусп. Ордината ее колеблется между -+{-А 


и —А, длнов одпой полвы, очеппдво, равов ыы ь 
® 


ик ‚где Кк=0, 


Кривап пересекпет ось х-оп п точках: 


и 

Точки пересечепнп с осью х.-оп пвлоются точкипми 
перегиби, нбо зваченпя их пбсцисс обращпют пторую 
пронзводпую 


п пуль. 
нпусондальний криппп хпроктеризует процесс перпо. 
даческого хпрактера, т. е. тпкой процесс, п котором 
через определеппые промежуткп премепи пекоторые явле- 
ава поспронзподятся п прежпем поде (папример, измепеппе 

<илы п иппряжепип переменного тока и т. д.) 
В сплу этого обстоятельстпп пргумептом  фупкипн 


Синусоидальные кривые 


у=Ам(ех--с) обычпо считается премя & 

При этом услоппи можно в процессе построеппа крппой 
пологить, что радиус ппшей окружности прашлется около 
центри так, что п едиппцу пременп поворпчиваетсп па угол в. 
Токим образом ® пелпетсв углопой скоростью ри- 
днуса. « пазывают также чпстотой сппусопдальпой пелн- 
чопы. 

Времп полпого оборота пазывают перподом фупкипе 
и ппчпют через Т. Так как оТ- 2х, то очепадпо, 


Т= .2* рвппо длеве полпвы крипой. 
® 


Замлтенаа лида итд А тлазелвавля мал м Г 


Ух 13555 Дм, 95% 4 ЗО ЫНАГУ | 35 25 59 29 9 в д+ 
цпи (пппбольшая ордппптп крпвой), угол «{--« везыппют 
физой; п ппчальпый момент прп {=0 фаза рипа а, п сплу 
этого « пазываетсп ппепльпой физой. 

Такой смысл парпметроп синусоидпльпой крипой. 


>> 
> 
Н 


Действия над сииусоидальпыми кривыми. 


Прв изучепип процессоп периодического хприктерп чисто 
быпает пеобходпыо склпдывать сипусоплальпые пеличппы 
н, соотпетствепио этому, „склидыпить“ сппусо идпль- 
ные крипые, получая пекоторую попую результпрующую 


крипую. 
Предположны, пеобходимо сложить дпе сппусондальпые 
пелпчппы: 
у = А, Зи (в в) (1) 
у; = Аз За (9 -- а) (2) 


Решап постивлеппую задачу ппалитически, получпем в 
результате сложепия: 


= у, У: = АЗ (е-а)-Р А. За --4:) = 
— А, Это Соза, -- А, Созеё Это, -- А.З! пай Соза,-- 
+ А» Соз в Заз == (А, Соза, -- А, Соза) Зпай-|- 
+ (А, шо, - А. Зеь) Созей = (А, Сова, {- Аз Сова.) [Зи «4 + 


А Зе, ---Аз Заз Соз “| | 


А,Соза, -{- А.Соза» 


Полагая: 
А, Сова! -- Аз Со5 а: д & А, Зв а, -- А. Эва» =ь 
СозВ А.Со3 а, -- А, Соза: 
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получим: 


у=АСоз [- 50° (038 + 6031 508 ] да (ы 4-8). 
| СозВ ] 


Итвк, п результпте получим спопп сипусондпльпую велп- 
чипу той же чпстоты, что п слигпемые, С пыплитудой Ап 
ппчальной физой В, 

Что киспется геометрического решеппп поставлеппой 
задачи, т. е. сложений спмих крипых (1) и (2), то, очепндпо, 


``...“ 


Черт 179. 


опо спедетсп к пепосредствеппому сложеппю их ордпппт, 
т ее одпой н той же пбециссе (МР=М,Р-ЕМ:Р) 
черт. . 

Определеппе пприметроп результирующей крппой можно 
пропести геометрическим способом прп помощи, тпк пазы- 
ваемой, пекторпой дипгрпммы. 

Ий точкп О пересечепип дпух прямых, перпендикулаярпых 
между собой, проподны кпк из 
центри дпе копцептрических 
окружпоств — одну радпусом 
А, другую Аз (черт. 180). От 
точек пересечепип этпх окруж- 
постей с горизонтальной прп- 
мой отклпдываем почальпые 
Физы с; й <; слагляеных крипых. 
Тогда ОМ, — рпдиус-вектор 
первой пз слагяемых крипых, п 
ОМ.—второй. Строим пп ОМ, 
в ОМ; параллелогрим ОМ, ММ,. 
Опустпп из точки М пер- 
пендикуляр МР пп горпзон- 


тальпую прамую, получпем: 


Финусондельные нривые 
МР = МК- КР = Ал Зв а, А.Зва:. 


Тациы обоязлы МО дзелоноаатол мллыдА оланмет ь 
Зо чее У-раыае 433 чаи ъя зужщчн чаще Е 39105 - 


емых крипых, соотпетстпующих пбсциссе 1=0. 
Но так как нп ЛОМР: 


МР—=ОМ$ 7 МОР, 


то, очевидпо, ОМ будет риднусом-поктором А результиру- 
ющей крипой, п угол МОР—ее ппчпльпой физой В. 

Векторппя днограмып позполпет песьма быстро походить 
зппчепие орднпяты результирующей кривой длп задпапого <. 

Длв этого, очепидпо достпточпо, попериуть п целом 
парпллелогрим ОМ›,ММ, пп угол «{ протнп чпсопой стрелки 
и из точки М опустить ап горизонтальвую прямую перпеи- 
дикулир. Длнап этого перпепдикулирп и будет искомой ор- 
дипатой. 

„Вычитипое“ снпусоидальпых крипых припо- 
дит сиова к сннусондпльпой крипой, ордипаты которой 
строптсп кпк ризпости орднпят компонептоп, соотпетстпую- 
щих одпой п той же пбсциссе. 

„Перемпожепне“ сипусондпльпых крипых. 

Предположны, пеобходимо перемиожить две сипусондаль- 


пые пеличниы: 
у = А, в (о), 
у: = Аз (4-1). 
Решап зпдочу ппплитически, получдем: 
у== У: У: = А А, Зв Ес) $1 («4 -На2) = 
= А.А, ($1124 Со, Соза:--$18 ®{ Со ®( Зпа, Соза:-|- 
+в Созо{ Соза, Это, -- С03?{ Эта, Зта;) = 
— А, А. ((1--Соз 24) Соза, Соза,---З 2 За, Сова, -- 
4-24 Соза, За, (1 --Соз2{) Эва, Это: = 


А Сов (ив) — АНА Сова) = 


АА Сов (в) ЛЬ 5 (+5 и }. 


Таким образом результирующей синусоидальпой величппе 
будет соответствовать сипусопдпльнап кривай, радиус-пек- 


тор которой А= А, почальппа фаза раапа 5+“ 4% 
20% 
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п частотп п два риза больше чистоты перемиожеппых пел 

чип, по кождия точка этой кривой, очеподпо, прпподовта 
апд осью { пп отрезок, раппый т Соз (а, —а,), 

Пусть О{—0ось перемножаемых крипых (черт. 181). Строп 

результпрующую крипую ип этой оси, мы прииуждены были 

бы рае получпемую ордиппту упеличнпать ип отрезок, 


роппый С Соз (<, — <:), по пместо эти удобпее пзять 


зопую ось, ппраллельпую прежпей и отстопщую от пее ип 
отрезок, раппый — Со (@, — в.), п строить результнрую- 


Черт 181. 


щую крипую с помощью окружпостн, цептр которой лежит 
пп попой оси, а раднус рапеп Е Блогодарй тпкому прн. 


Ра (ый + Аа, 
2 \ 2 1 
по отпошепию к старой оси будут упелпчепы нп Ах 
Х Сов (@, —в.). 
Отсчнтип от точки К протип часовой стрелки пячальную 
З= 
физу > + -Еа, результирующей кривой, мы получим по- 


ему псе ординпты крипой:у= 


Сииусондальные иривыюе 


ложепне радпусп.пекторп С.М п момепт 1{=0, прп этом 
ридиусы-пекторы перемпожпемых крппых запимпют положе» 
пов СМ, в СМ». Поверпую СМ: и СМ. ип угол «. мы дла 
похождении соотпетстпующей ордпппты результпрующей 
ирппой должпы, очепидпо, раднус С.М поперпуть пй угол 
2 (пп черт. 181 укпзапо положепие раднусоп-шектороп для 
моментв {=0). 


Сниусонда. 


Остапопимсп пп пекоторых чпстпых пидпх синусопдпль- 
пых крипых. Заметим прежде псего, что кривая, соотпетст. 
пующай урппиепию у=АСо® («4 -- <), получится, если крипую 
у=А $ («4 -{-а) переместить ппрэллельпо спмой себе пз 
расстопоне, рапное >. 


Из этого следует, что краппа этп пе будет пметь коках- 
либо попых особеппостей по сраппеппю с обыкпепеппымо 
сипусопдальпымн кропыми. 

ри А=1, ®=1 п а=0 получаем простейшую синусо. 
пдпльпую крипую, так пязываемую сипусопду. 

Отпосительпо снпусоиды заметпы, что длпой ее дуга ог 


х, =0 до = выражаетсп полпым эллиптическам пите- 
гралом 2-го рода: 


в Путеенятанних Г 1-7 Зийх 4х=: 


Закппчпийпа риссмотреппе сппусопдальпых крипых, заме- 
тим, что сложеппе их дает крипые пеобычийпого ризпооб- 
разип форм, пригодпых длп изображепип псепозможпых 
процессоп периодического и пепериодпческого характера. 
Самые ризпообразпые крипые могут быть риссмотрипаемы, 
< весьма большой степепью приближеппи, как пекоторые 
результпрующие крипые, получеппые п результате сложеппа 
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ляет для любой кривой ппйти ппплатическую форму п паде 
так ппзываемого трогопометрического рядп Фурье, 


КРИВАЯ ЗАТУХАЮЩИХ КОЛЕБАНИЙ. 
Особениоств формы. 


При изучепон иекоторых попросоп из обляств физпки в 
техпики приходится ныеть дело с колебппипып, пыплитуды 


Зресх  оталее свебтьлирРл 2 ЗОО ПАМАТ Капглянлл ллнлл_ 
м чаи о длины ды ЧО 


тпвлепию, окпзываемому птому колебаппю пекоторой силой 
(пппр., колебппие упругой плистипкп п сопротивлиющейся 
среде, колеботельпые процессы при замыкпппи н размыкп. 
пии электрического токп, при ризриде копдепсптороп и т, д.) 
Такого родп колебпанп ппзыплютсй зптухпющими, 

Прп пекоторых услопппх закоп измепепия пыплитуд мо- 
жет быть приближеппо пыражеп формулой: 


у= Ае-М в («Е --а), 


где у—пеличипа пмолитуды, {—премп, п А, К, «—пекоторые 
положительные постояппые, имеющие тот или ипой смысл 
в записимости от рассмптриваемого пвления. 

Кривая, соотпетствующаю урпапепию: 


у = Ае-и $1 («4 -- г) 


пазыппетсв крипой зптухпю щих сппусопдальпых 
колебпиовй, 

Ток кпк $ (< -|- а) пе может превзойтп по абсолютпой 
пеличппе едипицы, то пепосредстпеппо пз урпппенпп этой 
кривой следует, что ордппаты ее пе препосходят по велп. 
чппе соотпетстпующих ордппат крапых у=Ае-М п у=—Ае-#; 
такты обризом пся крпвая будет умещитьсп между этими 
двумп показательпымп крппымп, кпспясь пх п тех точках, 
где Эт (4 -|- <) обрищпется п едиппцу. 

Для установлении формы птой кривой п ее рисположе- 
ноя отпосительпо системы коордипат, ппйдем точкн пере- 
сечений ее с осью х.оп. Имеем прп у=0 


Ае-и За (а) =0, 


$ («4 -- в) =0 


%--е=ох 


откудп: 
пли: 


Фривая затухающих нелебаний 


и, следовательпо: 


{— (пт —а\ 1 (1 
® У &-7 
[. 


Твким образом криппп пересекпет ось { п бес- 
копечном числе точек, причем расстоппие 


между дпумп соседпнын точкпми перэзсечепип, 
кпк это пидно пз (1), пвлветсв постопипой пелн- 


чниой, роппой ге (черт. (182). 
® 


Определим, дплее, хприктерпые точки крипой (першины н 
точки перегибп). 
Имеем: 
у’=Ае-Мо Соз(«ё-- с) — Ае- КЗ («4 с) = 


= Ае-№ [о Со (4--а) —К У («{--<)]. 
Преобразуем песколько получеппое пырпжепне длп упро- 
щенип дпльиейших пыкладок: умиожим и ризделны его па 
Уе2-- Кз; тогдй получны: 
ИЕ. ры ИЕ 5 
уу и С* +9 


К 
— УЕ За +4] ь 


Положим теперь: 


узи“ 


и, следовательпо, : 


Тогдп у’ праппмпет пнд: 


= ат. 


у = Е (Созф Соз(®{-{- а) — Эту Зв (4 + «)], 
али окопчотельно: 
ЕЕ Сов -а9) 


Дл определепия вершип крппой прирапонпаем пойдея- 
ную пропзводпую пулю. Тогда, очепадно: 


Криеза затухающих колебаний 


Со$ (41 -{-«-+-з)=0. 
Получепиое ураплепие удовлетпорится при зпачениях: 


аа =- 3 5 а 2-1. 
откуда" у 
= [2+ «| (2) 


Такопы зппченив $ соотпетствующиае першнипм 
крипой. 

Р Если сопостппить получеппое пырпжепие с соотпетстпую* 
щим пыражеиием, определпющны { дли першип обыкнопеи- 
иой снпусондальной кривой: у=А $ («{-|-<), то заметим: 

1 = [5+0 —] — ... Ибециссы вершип обыкиопеп. 

2 “ пой синусоидальной крипой; 


+ = [22+ т]. . пбециссы першип крипой эп- 
2 ® тухающих сппвусоидпльпых. 
колебпинй. 


Отсюда пидпо, что псе першопы кривой зптухи. 
юших сниусондильпых колебапий сдпнивуты иг 


Е плепо по сравнепию с соответствующими 
® 


першипами обыкиопеппой сипусоидпльвой. 
крипой (черт. 182). 
Находим пторую пропзподвую: 


*=— Ае-М о Э (#1--« + 9) — Ае-КК Сов («1 -- «-- 9) = 
Ае-к 


=-У=рЕ (Созф 5 (4--«--9) Зте Соз («Е ----9)]== 
Ае-к 


= — Уяае Зв (ее -- &--29). 


Ток кок согласпо пырпжепию (2) ризиость между пбс. 
цисспын дпух соседних вершяип кривой раппп х, то, оче- 
пндно. при Подстанопке зпачепий & из (3) вторпв производ» 
ипа будет то положительпя, то отрицательпп; это покпзы- 
вает, что першины тах н першипы шт идут чередупсь. 

Длп пахождеиня пбсцисс точек перегибп прирпапппаем 
вторую пронзподвую к пулю. Тогдп: 


Эривая затухающих  олобаний 


За (1-2) =0. 
Полученпое ураппение удовлетворпетсп пон зпочениях: 
4 --«--2.=0, *, 2*, 3«....... вх, 
откудп п получпем пбсцоссы точек перегибп: 
«29 6) 


Выше мы пидели, что у обыкпопенпой сппусойдальпой 
хрипой точки перегиба соппадпли с точками пересечеппп ее 
< осью х-ой. 


Черт 182 


Сопоставлип пыражепия (2) п (3), замечпем, что у кри- 
ой зптухающих сипусоидпльвых колебппой 
точкп перегиба смещепы плепо от точек ее 
тересечепия с осью { пп расстопппе, раппое 


2 (черт. 182). 
® 


Определпы теперь точкп, п которых кривпй киспется 
мокпзательных крапых у=Ае-№ п уж— Ае-м, 

В точках касапия, кпк мы уже замечали пыше, $18 (®{-|-«)= 
=—-- 1 п, слеловательпо: 


® х 
Же, 3, 5 


= чье» 2-+0->, 


откудп обсциссы точек касаппя 
* 1 
= [(©*+55-+-] 4) 


Иризия затухающих нолебаний 


Сопостпвляя это пырпжеппе с пыражепием (2), заклю- 
чпем, что точки, п которых крпопп спвусов доль- 
ных колебоний киспетсв покпзательвых кри- 
вых, сдвипуты по српппепию с першпаопыи 
этой кропой порппо пв рисстоявие - (черт.182). 


Зогарифмический декремеит. 


Определим велпчппу пыплатуд, соотпетствующих дпум 
соседпим вершипаы шпх крипой. 
Имеем: 


уз = Ае Зв («в -- <) 
Уз = де Чен Зв обои +=). 
Ток как «1 — оф =, как это следует пз (2), то: 
5 («| 2) |= | За (ебы а) | 
Взяп, отпошеппе этих пыплитуд получпем: 
| У | еибеьый ее, 
Усы 


Получеппое отношепие оказываетсп постопппым. Это 
показывает, что положптельпые пмыплитуды кри- 
пой убывпют п геометрической прогресспи 
(то же, очепидио, можпо сказать п 0б отрацительпых ом- 
плитудох). 


Велпчппа =", явлающийсп плтуральпым логарпфыом от- 


по шепия соселпох пмплитуд, хпроктерозует быстроту 
эзптухппия колебппия. 


Дейстпительпо, чем больше ый тем быстрее умепьша- 
ются пыплитуды колебаппп, п ппоборот, Гвусс позвал велп- 
чиву — логорофыпческоы декремептом (убыва- 
ппем) ‘колебавва. 

Механическое свойство кривой затухающих колебаний. 


Предположим, что пекоторпя точка М движется с пос- 
топппой угловой скоростью по пекоторой логприфыпческой 


Иривая зэтухающих колебаний 


спирали, пппрпыер, по спирали р= Ае-М. Проекция этой 
точки пп ось у-оп будет совершать затухающие колебппия 
черт. 155). 

Дейстпительпо, если за начпло пути точки М приноть 
точку М, то путь ОР, пройдеппый ее проекцией —точкой РЬ- 
от ппчаля коордиват, пыразитсй тпк: $ == ОР = ОМ в (© -- «), 
но ОМ-—ралпус-пектор логприфыпческой сппрали и, следо- 
вательпо, ОМ == Ае-\. Но тогдл: 


$ = Ае-м $18 («4 --а). 


Получекпое пыражепие покпзывпет, что $ будет изые- 
пяться по зпкоиу пыплитуд затухпющего колебппип. Твким 


Черт. 183 


обрпзом точкп дейстпительпо будет совершать затухпющие 
колебаний. 

В силу этого обсхоптельстпа построепие крппой зату- 
хающих синусопдальпых колебаний может быть произпе- 
дено по тому же способу, которым мы пользовались для 
построеппп обыкпопенной синусондильной крипой, только 
вместо окружпости должий быть взята логпрафыпческпя 
спираль. 


Построение кривой затухающих колебаний. 


Построепие крипой затухпющих сппусоидпльвых коле- 
бппий можпо произпести тпкже @Фтедующим образом. Так 
как у=Ае-М Уп (4 -- а), то ордипатп крипой может быть- 
получетп п результате перемпожепип ордипат крипых 


у!=Ае-\ и у; = (а -{- а). 

Но из рапеистпа у=у! у, следует: У =28; тиком об- 
ризом искомия ордипата будет четвертым пропорциовальпым. 
отрезком к трем дзивым уг, у; и 1 

Исходп из этого эпмечппия, пронаподум построевие сле- 
дующим образом: стропы прежде псего крипые у, = Ае-К 
272 


Ириезя затухоющих нолебзний 


и уз= Зю (&--а) по тем и © которых гопорплось 
выше, затем берем пбециссу ОР п стропы соотпетстпующае 
ей ордпипты =у, п МР=у, (черт. 184). Отклплыппем 
от точки Р отрезка РК =1 и ‚; соедпипем точки К 
и М, в через точку $ проподпм $С С 


Черт. 184. 
Тогдп из подобап треугольпакоп РМК и РМЗ следует: 
СР — № 
у: т 
откудп: 
СР = у, уз = у. 


Таким образом полученный п результпте построеипп от- 
резок СР и будет ордииптой крипой затухпющих колебп- 
иий, соотпетствующей абсциссе ОР. 

Подобпым образом можпо постропть сколько угодно 
точек. 


ЦИССОИДА ДИОКЛЕСА. 


Цессопди пеляется одпой п3з крипых, которые были. из- 
вестпы еще дрепппм грекпы. Эту крипую рел Диоклес 
{150 л. до п. э;) для целей решепия звеменитой задпча 
дрепности об удвоеппп куба (делийскпя задпчп), 


Вывод уразиения. 


Циссопап может быть аа следующим образом: 
возьмем окружпость дппметра ОА = 2а и кпсательную к пей 
АВ (черт. 185). Через точку О, дипметральпо протипопо- 
ложпую точке А, проподим ыы 
ОВ в по пей отклпдываем отфезок ОМ= 
= ВС; тогдп точка М будет точкой 
циссопды. Повернув ОВ п& пекото- 
рый угол и проделпп снова указап- 
пое построеипе, получим пторую точку 
Цессоиды п т. д. 

Для получепип полпрпого урпапе- 
пип циссопды, пмеем: 


р=©ОМ=о0вВ— ОС; 
по из ЛОСА: Черт. 185 
ОС =2аСоз$, га 
п из ЛОВА: 
ОВ = 2а : 
СозФ 
Тогди: а БЕ 
= ——— —2а Со А. 
Соз? в Со? 
Таким обризом полярпое ураппеппе цоссоюды: 
ры 21 $113 
Со ‘° 


Пользупсь формулами переходп от полярпых коордпойт 
к декпртопым, получаем урпппеппе цпссопды п де- 
кпртопых коордипптах: 


в 
= @) 


Пзраметрическую форму урпвпепип цос- 
соиды можно получеть, полегая 


уз = 


х 
а 


тогдп, пп оспопапии ураппевия (1), приходим к системе: 
а а 


ры ы у= 


в че 


которй пыражпет урепиение циссоплы п ппраметраческой 
форме. Судп по ппду получевпых ураппепий, заключаем, что 
Циссоидй отпоситсп к клиссу увпкурсальпых крипых. 


Исследование формы, 


Ток кок у пходит в уравиепие циссопды только п чет. 
зой степеип, то, очеппдпо, кривая симметричпя отпосительпо 
оеи х-оп, 

При пзмепенпи х-са фт 0 до 2а у изменпетсп от 0 до 
оо, Такпы образом циссопда пмеет бескопечпые ветпп. 

Слева от осп у-ов кривая не сушестпует, так как при 
отрицптельпых зппчепиях х-са у оказываетсп мпимым. Кроме 
этого х пе может приппмать эвпчепай >>2а, так кпк при 
этом у также оказывзетсп миимым. 

Таким образом псп кривая будет лежоть п учпстке между 
осью у-ой и прямой х=28а, причём, ток кпк прп х—2а 
у—со, то, очевидво, пряйая х=08 являетсп ассимптотой 
циссоиды. 

Начпло, коордипат является дли циссопды особой точкой 
и ток кок при этом: 


94 \ 04 ди 
= —ы 1 — =. = 4 3-2 вв — =% 
7А ( > я) эв` 9 хз -- Зау --24эх — 4ху >. 0 


уе 
то, очепидпо, почпло является для циссовды точкой воз- 
пратп 1-го родп. 
Иной способ образования циссоиды. 
Циссоидп может быть получене также как геометриче- 
ское место точек, построенных следующим образом: пусть 
25 


Шессоная Дивилесв 


все премя дпажеппя прямая ЗМ оста общАай касатель- 
пой птих кругоп; геометрическое м точки касапия М 
и будет циссоидой. Покпжем, что это—твк. 


Черт, 136 


Имеем; хз — 2а:х-|-у?==0 — урппнение подпижпого кругп. 
Из подебпя треугольпиков СКМ в © ММ получаем: 


СМ = а, (а п). 
0—0, 


Урпппеппе прямой ЭМ, как касательпой к подпижпому кругу 
п точке М (хь у;) будет: 


х (х, — пи) — пи -- уу: =0. 
Из этого урпппеппя следует, что 


ОМ == — 1 _ 
Хх = п, 


Тогда: 
СМ=ОМ—п = М“ д, 


и так кпк с другой сторопы: 


сне №6) 


п—в, 
то: 
а,х, т п; (@--п,) 
Хх; — в, #&— п 


откуда: НИИ: 
у 2а—х. 


Подставляя получеппое пырежеппе п, п ураппепие под- 
зажпого круга, получаем обычвее ураппеппе циссопды: 


хз 
з = . 
у 2а—х 


Циссонда как подэра параболы. 


Покожем, что циссопда 


у=— 
2а—х 
является подэрой пприболы 
у? —=— 8ах 


отпосительпо ее вершппы. Дейстпительцо, урпапепие кпсп- 
тельпой к ппрпболе в точке М (хь у!) будет иметь пид: 


уу = —4а(х-[-х!), (1) 


урпапеппе перпепдикулара, опущеппого пп кпсательпую из 
начала, примет под: 


= У 
Ут (2) 


Присоедипяя к урпппеппам (1) и (2) урппвепое пприболы, 
замеппы п пем х п у коордпавтамп точки касапия М в, 
псключая из этих трех уравпепий х п у, придем к урпппе- 
пою циссоиды. 


Длина дуги циссоиды, площадь в т. п. 


Длипп дуги циссовды, заданной п полярпой сибтеме, 
вырижпетса формулой: 


$ =28 [Е узькузсоь У1-3Соз1$) м. 


Площадь между осью х-ов, асспыптотой циссопды и 
ее ветвью определяется по формуле: 


9Э= ы ха 
рые. р] Ьа 
Объем теля, пропзводимого прищепием циссопды во- 
круг ее Жсимптоты: \У = зав, 
п 


Циссенде Пменвазо 
Примемение циссоиды к решению задачи об удвоении кубы 


Риссыотрим теперь применеппе циссовды к решепню 
зедачи об удвоении куба, Анелитически эта задача решается 
просто: если 6—ребро лашцого кубе, а В—ребро куба, объ 
ем которого п 2 риза больше, то В: =268, откудп В=Ь у 2. 
Отсюда яспо, что ическое решение задпчи должпо спес* 
тись к построеппю 2. Дла этой целп ураппепие циссоиль 


переппшем п пиде: 


У 
\х] 2а—х 


Прампя у = К отсекпет от касательной отрезрк АО == 2аК (1} 


(черт. 187) п пересекпет ижсонду п точке М, координаты 
тор удовлетпорают уравие- 


—У = 
2а—х 


а это уравпейие пырижает пря- 
‚ проходящ; че точк 
серии мак 


Этп прямая п свою очередь 
отсекает пп оси у-ов отрезок 


ОС = 2 (2 


Если теперь припять а =- 


и па осп у-оп отложить отрезок 
ОС=2, соедппить точку С с 
точкой А (1, 0), точку М пересе- 
чения прямой СА с Циссойдой 
соедппать с точкой О и продоль Черт 187 

жить этот отрезок до пересече- те 

чип с касательпой п точке 0, то из формул (1) и (2) пепо- 


средствеппо будет следовать, что АБ =У 2. 


Щиссомлальные кривые. 


Соответствепно тому, как рассмотрепппа цяссоидп была 
получена с помощью окружноёти, можпо было получить. 
циссоиду, заменив окружность эллипсом илп кдкой-либо 


Циссенде Диоклеса 
ипой кривой. Вообще говоря, еслп задппы крппые 


© = (9) и р=Ь() 


п полярпой сястеме с полюсом п точке О (черт. 188), то 
можно образовать третью крипую, откладывая вп каждом 
ридпусе-векторе ОМ отрезок ОР =МЕ; геометрическое место 
копцов этих отрезков п будет векоторой мовой › кривой. 
Получеппые такпы обризом крппые 
пазыпаются цоссопдальпыми 


крипы мп. 
Зпметпы п заключеппе, что пазва- 
ппе циссопды пропсходпт от гречес. \ › 
КОГО Слова мо —плюЮщ; дело п том, 
что греки пзучали циссоиду только й 
п пределпх круга: фогура, образовап- 
пая дугамп окружпости и циссопды, Черт 188 


очепидпо, напомпепли им лист плюща. 
Циссопда, ках крпеза с бескопечпымп ветпямп, сталп 
изучиться лишь п ХУЩ столетви. 


КОНХОИДА НИКОМЕДА. 


Вывод уравнения. 


Конхопдп плп улиткообразпия кривая пзобретепп Нако- 
медом (150 л. до п. э.). 

Эта кривая может быть полученп следующим образом: 

Из точки О, отстоящей от прямой АВ’ па рисстояппи п; 
проводпы луч ОГ. (черт. 189). Вообразпы, что этот луч при 
щается вокруг точки О, и п каждом‘ его положёпип от 
точки его пербсечепия с прямой АВ откладызастся пп пем 


Черт. 189. 


отрезок ММ==Ь. Геометрическое место копцоп этого от. 
резкп пыразится пекоторой кривой, урпппепае которой 
песьмп просто получпется следующим образом: 


АММ№5 со МОР, 
откуда: 
ом = МР. (1) 
ММ М5 
или: 
ь Ре И ИС у 
и. 
[ ув * 
следовательпо: 


(Ку) у—п)— Муз =0. 
Очепидно, пропорция (1) сопершеппо пе измепится, если 
отрезок ММ будем откладывать от тачки М по паправлеппю 
2 
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к точке О. Геометрическое место копцоп откладываемых 
таком обризом отрезкоп дяст кпк бы пторую кривую. На 
<аыоы же деле обе этп кривые являются петвяый одпой и 
той же крапой, (урпппеппе которой мы получили), которая и 
является конхоидой. 


Исследовапие формы. 


Из полученпого ураппеппя следует, что копхопдп яп- 
ляется алгебрапческой крупой 4-го порядка, записящей от 
двух ппрпметроп—п п Б. Взапыпое соотпошеппе пелпчип 
этих ппрометроп п зппчительпой степепи плияет пп форму 
крипой, п чем мы убедимся при ближийшем исследоваппи. 
Определим точки пересечения ветвей копхопды с осью у-оп. 

Полигая х —=0, получпем пз урпппения: 


у=о-ЕЬ в у=е—Ь. 


Таким образом криппя п дпух точках пересекает ось у-оп. 
Но пепосредственпо ппдпо, что коордипоты ипчали также 
удовлетворяют урпппеппю копхоиды. Тпким образом! пачало 
коордппит является точкой, припадлежпщей копхопде, хотя 
прп пашем предположепии (см. чертеж), соглиспо которому 
< в, пи одоп пз петвей кривой пе может пройти через 
почпло. Очепидпо, ппчало является изолпроппппой точкой 
копхопды. Чтобы убедоться п этом, псследуем крипую пп 
особые точкп, для чего определим прежде псего эппчение 
У’ для ппчала коордипат. Имеем, переписпп ураппение коп- 
хоиды п пиде: 


Кх, У) = (х2--у:) (у—в} == Бзуз=0, 


01 = — 
-э: =20 вх, 


деи 2, 


откудп- 


Таким обризом, действптельпо, пачало явлдетса особой точ- 
кой копхоиды. Выяспим прпроду этой точкп, для чего пс- 


следуем, как обычпо, зпак д=(; и. ._ Е ыы 


Имеем: 91 _ че 
= ; 
Гу 


де 
ь =2у + буз— 8ву-- 243—262 =2(—52); 
ду =. 


Такны обризом /\ =— 492 (13 — 2) = — 40° (в-- 5) (п — 5). 
Кок подло, прп Б<п и Л<0, следоввтельпо, п этом случпе 


#9 


ы #>< 
#2 


Черт. 190 


точкой позпратп; ппкопьц, прп Б>п в Л>0 и, следо: 
вательпо, получпемы дпойвую точку. 

Соответствеппо этим трем случпям сущестпуют три раз- 
личпые формы конхоиды, приведеппые пп чертеже 190. 


Номненяе Навемедл» 


Прямпя АВ явлдется асси ‚ к которой приближа- 
ются обе ветпп копхопды. этом петрудпо убелпться 
ппалиточески: приравияв пулю, соглисно общему прапплу, 
козфуцпевт прп пысшей степепп х п уравневип кривой, 
мы получаем урапнепае асспыптоты параллельной оси х-оп. 

В ппшем случпе (у—п)}=0, откуда уреввение у=а в 
будет ураппением прямой АВ—песпыптоты копхоиды (пп- 
зываемой оспопппием копхопды). 


Весьмп просто получается полярпое урпппепие 
копхопДы. 


Очеапдио, 
р= О$-Ь. 
Из ЛОЗМ пмеем: 
[ 
— Сов ° 
Подставляя, получпем: 
[. 
в Сов ф о 


Если п формулы переходп от полярпой системы коордпиат 
к декартовой 

Хх = р СозФф и у=рЗюф 
подставить пыесто р зппчеппе его из полярпого ураппепая 
копхопды, то спстемп: 


| х= 8 -- 6 Созф 
узао Зв 


будет пориметрической формой ураппевия копхо- 
Иды. 


Кошхоидальный циркуль. 


Для вычерчивания копхоиды может быть весьма просто 
устроеп так позываемый конхопдальный циркуль. 

Юспованием его служит рама АВСО (черт. 191). Между 
бокопыын плёвкаый этоё раыы петепута ороволока. МА. 
Поесредппе плппки АР п точке О укреплен стержень О!., 
который может пращаться вокруг О. 

На проволоке ММ наветп своболно аплгающиляся муф- 
точкп, спабжепппя стержепьком (черт. 192). На стержепь. 
ОГ. ппдевается цилпадрпк, который может сеободпо дви- 
гаться пдоль стержня ОЁ. По крпям этого цилпидрпка при- 
креплены чертящие острия, п по середппе—шийбочка, пре 
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помбщя’ которой цилппария чадевается на стерженек муф- 
точкя. 


®_—__--=. Ш 


а аа р МР о дб. дмааьаа 


тиким боразоы при пращепни стержая оь вокруг точки 
О циляндрик будет дпигаться поступительпо пдоль стержая 
па то же премя будет поворпчиваться п горизовтальной 
тлоскости покруг стерженька муфточки. 


Черт, 191. 


Прополока ММ пгрпет роль оспования копхонлы. Длипп 
щинлинярпка рапиз 25, 


тои ВИ ЧИ 


Черг 192. 


Есля циляидрик сделпть риздвижным, то лри помощи 
этого приборп удастся пычертить все ппды копхоилы. 


Трисекция угла с помощью конхопды. 


При помощп ковхоиды дрепние решали зпдпчу о 
трисекции угли следующим обризом: 

Пусть угол < пеобходимо разделить ип 3 рявных части 
(черт. 193). Отложам 


дая этого ип одной из | 


нее И м 

радиусом, раппым Б, 

проводям о ружвоств. м" И - =>" 
йе — 


Зптем через точку С 


проподим прямую, пп- — __ ь 
раляельпую другой сто- 

ропе угла. Нринимая Черт 193 
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эту прямую за осповапие, п точку О—першяпу углп «— за: 
пичальпую точку, строим копхоиду. Через точку пересече- 
вяй коихоиды © окружностью крут в через точку М пере- 


сечепия копхопды с окружпостью проводим- прямую ОМ. 
Тогдп угол МОХ = 5“ Для доказательства продолжпем 


ОМ до пересечепия с осяовапием копхоиды п точке М. 
Тогдп, по спойству копхояды ММ -=Ь, п силу этого ЛСММ— 
риппобедреппый; риппобедреппым явлпется также ЛОСМ. 
Соотпошепие величпп углоп этях треугольпякоп и докпзы- 
вает сприведлипость построепия. 


Копхондальпые крппые, 


Предположим, что п полярной спстеме коордипат © по- 
люсом а точке О задппп кряппа: 


=16) 1) 


Тогди можпо образовать попую крипую, проводя радяусы- 
векторы ОМ,, ОМ,, ОМ, и т. д. и откладывая пп пох по ту 
п другую сторону от точек 

в, М», М, пт. д, отрезки, 
рпапые пекоторому ппперед 
задппиому отрезку Ь (черт. 
194). Геометрическое место 
копцой этих отрезкоп будет 
предстпвлять собою пеко- 
торую попую крппую, со- 
стоящую пз дпух петвей С, 
п С, я пязываемую копхо? 


а кри- Черт 194. 

по . 

Урпппепие ее, очеппдно, будет иметь пол: 
=). 


Рассмотренппя плып ковховда Никомедп является частым 
случпем копхоядальпых крапых, случпем, когдп осповипя 
криппя (1) япляется прямой. 


КВАДРАТРИССА ДИНОСТРАТА. 


Вывод уравненпя. 


Квадратрисса явлпется одпой из крипых, открытых дреп- 
чими п поисках решепия задачи о трисекцяй углю. Опа 


паячитотлй лопат мы Облослы то неа это  дмяарА 
у =. < ще мы об боба бе ЕЛЬ еле у ® 


ОМ==п полуокружностп АВО рпппомерпо пришпется 
т оеатро, ппчап дпижеппе от положения ридиусп ОА 
черт. 

Пусть через Т едипац преме- 
пя ои запал положение пертп- — 
кальпого радпуса ОО. Очепидпо, 4 
при этом угловая скорость его 


еращепия будет раппяться — . 

Предстапим дплее, что прямпя . 

СК, перпепдикуляриия дяпметру чёфт. 195 

АВ. передпигпется ппраллельяо 

сомой себе, пачип дпижеяие пз подожения, при котором 
точки К сопапдпет & точкой А. Предположим, что за прейя 
Т она в от псхедпого положения прийти к поло- 
жению ОО. 


В тиком случпе скорость дппжения точки К, очепидпо, 
будет рапняться т. Если предстапить себе, что движеппе 


радиусп ОМ и прямой СК ппчплось одпопремепио от их 
иачпльпых положепий, то точка М пх пересечепия опишет 
квадратриссу. 

Исходя из этого, порпметрическяе урпп- 
иепия квадритриссы. сть положение точки М па чер- 
теже соотпетствует моменту { премени, прошедшего от пп- 
чпла дпижения, 


Тогда: 
ОК а— 8 1=3(1—1). 
а. 
4 т 
у= МК ОК Мол =в (1) = - 


Изэдратриссе Динострото 


1 ® 1 
= (-т)5#5 (т) 
Вели аыражепие =(-=) обопшачить через $, то пара- 
метрические урппяеппя квеэдратриссы примут вид: 
р. | , 
Х= ее Ф 
28 (1) 
у Сы? 


Нетрудпо пидеть, что парпметр ф являетсп углом МОО. 
Исключпя из урпппепия (1) ппрпметр ф, получаем урапие- 
пие квадратриссы п обычпой форме: 


ее и. 
у хо, 


Построение кпадритриссы. 


Полуокружпость АБВ и дипметр АВ делим пп одпаоко- 
пое чпело разпых чпетей (ип- 
пример, ип 8,—черт. 196). 

В точки делепия полуокруж- 
пости проводим ридиусы, п пз 
точек деления дипметри посстп- 
ппвлиппем к пему перпепдику- 
ляры. Точки пересечепия ридп- 
усоп с перпепдикулярими будут Черт. 196. 
припадлежеть кппдратриссе. 


Деление угла иа равные части и квадратура круга с по- 
мощью квадритриссы. 


При помощи тщптельпо пычерчеппой пп листе бумпги 
яли жести и затеы аырезанпой квадритриссы можно разде- 
лить задпппый угол АВС пп произпольпое число раппых 
чистёй. 

Для этой цели праклалываем квалратрассу тпк, чтобы 
ее осйопппие соппало © одпой из стороп угля АВС, п сре- 
дипп ее осповапия—точкп В соппаля бы с першпной птого 
угла (черт. 197). Пропедя дугу ММ квадратриссы, Убпрпем 
ее и из точки М опускпем пп ВС перпепдпкуляр МК. Если 
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теперь отрезок МК разделить па п раппых чпетей, из точек 
делепия восстппозить перпепдикуляры п точки их пересе- 


ражпется через х. 


Черт. 197, 


Действительпо, пользупсь правилом Ловпиталя, ппходим: 
0$ = в -28 Сре 28 пи? = 28 цш Сов е = 8, 
ф> < ы 45$ * к 


Тёкам образом, рисполигпя отрезком О$, можно путем 
элемептпрпых построеппй пропзвестп квадритуру круга. 

Очеппдно, птим обстоятельством п опоеделяется пизва- 
ппе кропой. 


УЛИТКА ПАСКАЛЯ. 


Вывод уравнения. 


Уляткою пазывается геометрическое место точек, по- 
строеппых следующим образом: дается круг с дипметром 
ОА =2а (черт. 198). Из точка О, лежащей пвп окружпости 
втого круга, проподим ридиус-пектор ОГ. и пп пем отклпдываем 
п обе сторбпы отрезки постояппой длппы ММ = ММ, =. 
Вообразим, что луч ОГ. пращпется около точка О. Геомет- 
ряческое место точек М и М, п дист крипую, пазыппемую 
улиткой. 

Весьмп просто получпется 
полярпое — урпппепие и 
улитки, /” 


Мыеем из ЛОМА: „3 


ОМ = 2аСо5ф, 
откудп: 
р —= 28 Созэ Ь. 


Пользуясь формулпми пере- 
ходй,  получпем  урпппеипе 
улитки п примоугольпой сис- 
теме 


32 уз = а В. АЕ ъ, 
Ух у Ув + а 
а-уя— опр а-у9. 


Заметим, что улпткп Плскаля строятся по тому же прип- 
иципу, что и копхоида Никомедп, во только в этом случае 


28 м 


р уИрри Ч" УЧР 


круги. 
Форма улитки. 


Из урупяепия пидно, что улнткп является злгебрпичес- 
кой крипой 4-го порядка, заппсящей от дпух ппраметров. 


Улитка Паскаля 


Остпиопимся па псследоваппи формы улитка. Ток же, 
как и для коихоиды, пачало коордяпат является для улитки 
особой точкой. В птом легко убедиться. 


Имеем: 

# (х, у) = (ха у: — 2х) — (хз у); 
9 
— =2 (х2-Ну? — 2х) (2х—21)—25х =0 
9х [52$ 


2 (у аку —2ыу = =0 


откудп. 


<ледовательпо, ипчпло дейстпительпо ппляется особой точ- 
кой улитки. Для устпповлеипя ие особой точки, иссле- 
з 


дуем зипк д= ( а) жи 


Имеем: 

29 (из уз— 20х)2-+ @х—28).2(2х—20) 265138 — 26 
дк = 

24 — 2 (зу — ах) 2+8 —№=—25 

га = 

— 91 = — жду ео. 
дх ду [12 

Таким 9бразом- 


Д = 16а: — 454 = 463 (402 —Ь3), 
Отеюда яспо, что при Б<2а пыеем: Л`>0 и, следопя- 


тельпо плчало булет двойной точесй улитки; при 
%=20 имеем. Д=о—следопательно япчпло будет точ Кой 
возпроти, ппкоиец, при 6>>2п имеем: Л <0 и получпем 
таким обризом, что п птом случпе ппчало булет язоляро- 
еповой точкой улитки (черт. че и 


Ивтереспо заметить, что случай Б=2а длет урпппепие 


улиткя п пяде: 
р= —2а (1-Е 6039), 
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ио пто урпппеппе кпрдиоиды, лежпщей справа от япчала 
коордипат, если п скобках зппк —, и слепа, если --. Тпким 
обризом окпзывается, что кордяоиди является члепом трех 
клиссоп крипых—эппцяклоид, сипусоидальвых спиралей и, 
покопец, улиток, 


м м 
(\ 
Г. 
м 
ф <22а 6-20 
Черт 199 Черт 200 


В перпом случпе при Б<2а определим длину ОК полу- 
чпемой петли, Очепиано 


ОК=осС—КС=2а— В. 


Пря 6 =в ОК=а и петля таким обризом проходит через 
цептр круг. 


Трисекция угла при помощи улётки. 


Улиткп является одной из крипых, пра помощи которой 
можно решить задачу о трисекции угли. 

В спыом деле, если взять улитку с петлей, проходящей 
ч цептр ко то, кок легко видеть яз чертежп 201-го, 
АММС и АМСО—будут раппобедреппыми откуда: 


ом,в =-- 2068. 


ТА 
Таким образом подобийа и Е СЕЖ 
улитка, ппзыплемпя тякже Ри 


трисектриссой — (415ес- 

4пх), за/эпее пачерчепипя по 

прозрачпом мзтерипле, дей- и 
ительно может служять Черт 201 


Улитиа Паскаля 


прибором, попполяющим паходять третью чисть дапного углп. 


зостросние удатки. 


Для пычерчиеапия улиткя может быть устроеп прабор 
следующим образом: п иекоторой точке плоскостя укреп- 
ляем муфточку, которвя может спободпо прищиться покруг 
пертикальпой оси; п эту муфточку просопываем стержепь, 
иесущяй пппривляющее острие А п чертящее острие В. 
Вели теперь пришлть стержепь АВ, регулируя его движеяие 
так, чтобы пппрпваяющее острие дпигалось по окружности, 
то чертящее острие пычертит улитку (см. чертеж 202), 


Яримепение улитки в техиике. 


В техпике улитки используется для очерчивапия 

эксцептрикой п пекоторых мехппизмах. Для этой цели беруг 
улитку при Б>>28. Экецептрик 
очерчеипый по улитке ‹сооб- р 
щпет стержвю, которому оп -- 
передпет дпижепие, гпрмо- 
ипческие колебппия, ‘ 
Это можно усмотреть из того, 
что путь 5 пройдеипый точкой 
эксцептрикп, очепидпо, пырп- 
зится формулой: 


$==р== 28 Со$ 4 --Ь = 
215 (+5) -+ь. 


Черт. 202. 


Получеппое пыражеппе показыппет, что дпажепие дей- 
стпптельпо должпо быть гармоппческам. Иптересно отме- 
тить, что при этом скорость У = — 2аю Зв«{ получеппого 
дпижепия будет измеппться плпппо, без скачкой. Этпы экс- 
цептрики, очерчепиые по улитке, пыгодяо отличпютеп от 
эксцептрикоп, очерчеипых по спирплп Архимедп (сердце- 
подпых эксцептрикой), у которых, бдгодпря постояистпу 
$короети, происходят п конце какдого ходя стержия удпры, 
летов быстрому пзипшиваппю мехппизми. 

ип пэ соотаппых чистей п мехппизые для поднятия и 
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мальной п ипчале подпятпя или опускппия, достигает шах 
в середине. Этпы обеспечпплется плпппый перепод плеча 
семофоря с пезвпчительпыми почальпым и копечпым толч- 
коми и запчительпо облегчпется сепротивлепие иперции и 
треипя, особеппо скизывающегося п пичальпый момепт ра- 
боты приводя, 


Даниз улитки и плошаль ее. 


Определяя дугу улитки получпем: 


ее 
=| УЕ бот = 


© 
= | Пу че Заь $1: -2 += 


вы" И: я-а рр 4 


Итак длипй дуги улитки пыражпется эллиптическим 
иптегрплом 2-го родий. 

Площидь улитки. р = 2а Со5ф-ЫЬ при Ь > 28 пырй- 
зится следующим образом: 


от [басов ке -ы) 
[1 


ДЕКАРТОВ ЛИСТ. 
Урапиеняе. 


Лястом Декпрта (Роймт Сацезй) пазыппют крипую, имею- 
щую в прямоугольпых коордипптих урппнеипе: 


х3-- уз — Заху =0 (1) 
Полигая у = & и подстпеляя п дпппое урппяеппе, получаем 
хз -- хз — Зпх.х4 = 0, 


откудп после делеппя обеих частей ип х? получпем ппра- 
метрические урпвпепиоя Декиртопп лоста: 
Х = За а у —— За. 
1-е 18° 

Так как пропые чпсти этих урпппепий являются рациоппль- 
пымп фупкциями ппрометря ® то заключпем, что Декартоп 
ласт отпосится к клиссу упикурепльных крипых. 

Нокопец, после подстппопки п урппиепие (1) формул 
переходп х=рСозф и У==р5шуф, получаем полярпое 
урпппепие Декпртова лист: 


а Зв Соз $5 
Сор -- изо ° 


Особениости формы. 


Остппопимся пп псследовапии формы крипой. 

Тек кок в урпапепаи Декортопй листа перемепиые пхо- 
дят п печетпой степепп, то, очеппдпо, криппя пе будет сим- 
метричпой отпосительпо коорд, осей; по из ураппепиа хорошо 
пидпо, что при замепе перемеппого х перемеппым у, урпп- 
пеппе сопершенно пе мепяется. Это покпзыппет, что крипяя 
спмметричиа отпосительпо биссектрисы 1-го коордпаотпого 
угле (черт. 203). Дплее, пепосредствепио пз урпппеипя ппдно, 
что крпппя проходит через пичпло и что ии п кпких дру. 
гах точкпх опп пе пересекпет осей коордиипт. Определим 
попчеппе у’ п почале коордппот. 


Имеем: 9 
— = 3? — Зах 
ду у 
<. = 3х — Зпу, 
откудп: 
— 
у = — 0 
о мрз о 
Получеппое звачепие у’ указывает, что па 


особой точкой крипой, 


Децартое лист 


Для определепия пида особой точки песледуем зипк 


=] = 
(> ду] 0х дуг” 
Так как 
9 97 . 9 
—= = 0 Н — > == —ы— = 5 
Е РВ от рт 
то: 
А = в:, 


Тзким образом окпзывпется, что Л пкеглп `›>0, в это 
покпзыпает, кок изпестпо из диферепкиальпой геометрии, 


что ипчило коордипят яп- 
ляется для Декпртова ли- 
ста узлопой точкой. 
Определим урпппепая 
касптельпых к Декпртопу 
листу п пачале коорди- 
пот. Для этого, как пз- 
пестпе, достпточпо прп- 
ять к пулю групву 
члепоп пизшей степепп 
в урппзеяии кропой. 
меем: Зпху =0, отку- 
дп получпем ураппепия 
касптельных: 


0 и худ 
Не НА 9 


Током образом оказывается, что кпептельпые к Декартопу 
листу п пачале коордапат соппадпют с коордипптами осями, 
в это покпзывает, что п почпле коордиипт криппя 


Денартов лист 


пересекпет спымп себя под прямым углом. 

ким образом мы можем уже заключить, что п 1-ом 
коордапатвом углу кривяя делпет петлю, для которой бпс- 
сектриеп служит осью спыметрпи: Решпя сопместпо урап- 
пепия хз--у: — Заху =0 п у=х, пойдем коордипаты вер- 
шипы ветлв. 


Имеем: 
х8-- хз — Зах: = 0, 
откудп ы 
Хх: =х:=0 и х,= < [ 
и, следовательно: 
у»=- в. 


Такам обризом першапп петли находится п точке 


м (5 в, -8). Чтобы лучше пыяпить течение крипой в 1-ом 


коордипатном углу, определим еще точки, п которых кпса- 
тельпые к Декпртову листу параллельпы осям ноордипот. 
Мы уже имели: : 
р Хх — 
ты 
у: — ах 
очепидно, для точки, п которой касптельпая парпллельпа 
оси х-оп, необходпмо, чтобы 
хз — пу =0. 
Решия это урпппепие сопыестно с урпппепием кривой, пв- 
ходпы, что коордиппты пскомой точки М, будут п 2 


и у: Подобпо этому для точки, п которой кпептель- 
ная ппраллельпа оси у-оп, пеобходамо, чтобы 

у: — пх =0. 
Поступпя таким же образом, как и пыше, мы маходпы ко- 
ордипаты точки М; (в у 4, "у 2 ). Чтобы уяспоть, кок 


педет себя криппя п остальпых коордипятпых углах, песле- 
луем ее пп песимптоты. 

Для этого, кпк пзпестпо; пеобходимо замепать у в урпп- 
пеппп кривой через Кх--Ь, после чего прараппять п по- 
лучеппом ураппенпп к вулю коэфпциевты прп дпух пысших 
степепях х. 


Декартев лист 


Имеем после подстанопки: 
хе Кака -- ЗЕ ха -- Зк 6х — Закхз — Забх —=0. 


Приряппяй вулю коэфпциепты прп. хи хз, получпем: 
1-ю =0; ЗК —Зак =0, 
После решепия этих урпппений походом: 
Кк=—1 о 6=—в; 
следовательпо, Декпртоп лист имеет пссимптоту: 
у=—х— в. 
Ассимитота отсекает пп осях коордипат отрезкп длепою а. 


Такам обризом по этором и четвертом коордипптпых углах 
петпи Декпртова углп уходят п бесконечиость. 


Свойства Декартова листа. 


Оставопимся пп одпом иптереоном свойстве Декпртопа 
лостп. Предположим, что три точки крипой М,, М; в М, 
соответстпуют зпачеиням ппраметри Ц, {; и 4. 

Выясиим, какпя записпмость должап быть между, #1, &; пы, 
для того чтобы точки Ми, М, М» лежали пп одной прямой. 
Услоппые ппхождепия трех точек (хи, у:), (х., Уз) и (хь, Уз) 
ип одной прямой, кпк изпестпо, пыражается рипепётпом: 


х у! 1 
Хз Уз 1 | = 0. 
Хз Уз 1 


Для вашего случпя, прияимия во паныппие пзрометричекие 
урпппения Декпртова лист, получпем: 


За, . За. 
Гр р 


за, ЗМ : 
ты’ а’ : 

| За ; За? ; 1 
1 аы 


Ризперпуп этот опрелелптель, легко убеждаемся после ие. 
больших преобризоваппй, что оп будет равеп пулю при 
Ц =0. Итак: еслв три точки Декпртфап листа 
м, 6), М; (6) в М, (&) лежат пвп одпой прямой, то 
184 =, 


Денартов лист 


Опираясь ип докпзаипое спойстпо Декартовпа листп, можу 
доказать следующее его спойстпо: если п трех точкпх 
Декпртовп лист. лежещих пвп одвой прямой, 
провести к пему кпсательные, то точки пере- 
сечепия этих кпсптельпых с кривой будут 
токже лежить пп одпвой прямой. 

Это спойстпо, справедливое для пеех крипых 3-го по- 
рядкп, изпестио под пазвапием теоремы Миклорепи. 

Заметим предппрительпо, что каждия прямая у =Кх--Ь 
пересекпет Декпртоп лист как крипую 3-го порядкп, пообще 
гопоря, п 3-х точках, коордиипты которых ипйдутся п ре- 
зультпте решепия системы урпппепий: 


хз -|- у? — Заху =0 
у=кх-Ь @) 


Но если дпппая прямпп является кпептельпой к Декпр- 
топу листу, то дпе точкп пересечеппя должпы сопапеть и, 
следопптельпо, две япры корпей системы (1) должпы быть 
соответстпепио ривными, п третья будет соответствопать 
точке пересечепия. 

Для яростоты дальпейших пыклпдок окпзыппется удоб- 
пым, пользуясь тем, что Декартоп лист ппляется упикур- 
сальной кривой, заменять п урпппепиях системы (1) у через 


т Тогдп еяределепяе точки кпеппия и точки яересечепия 
спедется к решепию системы: 


хз х: х За 
з ——3 — =0 —— — =0 
®-+ в ы |. хе |1 |. 

или 
х Кх х Кх 
— = — — = —- 
| |: тео | | + 
откудп 
#8 — 39 —® 8-10. 


Два кория этого ураппепия, соотпетствующие знпчепяю 
яприметра п точке каеппия, должпы быть раппы между со- 
бой. Если яри этом зплчепие пприметра, соответстпующего 
точке кпеппия, обозпичить через Т‚, то соглиспо ярппилам 
высшей плгебры яолучим соотяошепяе: 


НТ = —1 (2) 
2 
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Подобпым обризом для 2-Й и 3-Й касательпой яолучим 


соотношепяя: 

4,3 т, = — | 

Перемпожпя рппенства (2) п (3), яолучпем: 
(цы %}Т, Т: Т=—1, 

по так кпк яо услопяю: 

Я ь = а 1, 
то, следовательпо, и 

т, т. т, Е — | 


и, таким образом спойство доказапо, 

Заметям п заключепие, что ялощидь, огрпиичеп- 
ппя яетлей Декпртопп листп, пыразится следующям 
образом: 


ва 1 1> 
— —— = 3За2| —— | = 33а. 
ь ее @-е» [ +] о 


СТРОФОИДА, 


Вывод уравнения. 


Криппя, ппзываемпя строфоидой, является геометряческям 
местом точек, яостроеппых следующим обризом. 

Пусть пыеем спетему коорлипат (черт. 204}. Отложиы 
пп осп х-ов отрезок ОА =п. Вообризям затем, что вокруг 
точки А прещлется луч АЁ, п каждом яойожеиии которого 
от точкп его яересечепия с осью у-оп отклидыпаются на 
пем п обе сторопы яеремеппые отрезки ВМ и ВМ,, ярипчем 
ВМ—=ВМ, =ОВ. Геометричес- 
кое место точек М и Ми 
будет строфоядой. Урпппеппе 
строфоиды яолучпется следую- 
щим обризом. 

Пусть х в у-текущие ко- 
ордиппты точки М. Из яодо- 
бия треугольпикоп ОАВ и 
АММ имеем: 


у „ОВ 

АМ АО’ 

АМ =в-х 
и 


ОВ: = ВМ: 4- х2--(у— ОВ}, 
откудо: 


х2 у 
Черт 204 ОВ = Е . 
одстппий п пропорцию, яосле иекоторых яреобризо. 
вапий, яолучаем: + 
— 2-Я 
уУ=х = 


Кпк пидпо из яолучепного урппиеппя, строфоидв является 
плгебрпической крппой 3-го яорядки. 

Для яолучеппя полярпого ураппеняя строфонды, 
яользуясь формулпыв яерехода, имеем: 


Строфондо 
| Зря фар? Соз: Ф э--РС08$. 
а — о яф 
яосле пекоторых яреобразовапий ярпходпы к урпппепию: 


в (Мяф— Со$ Ф)_ 


р 1 — Зяф Созф ° 


Накопец, есля яоложпм у= + ‚ то быстро яриходим к 
япраметрическям урпппеппям строфоиды: 
— 1-6 „1-6 

1-е 2-8)’ 
яо пиду которых заключпем, что строфоиды отвосятея к 
классу униякурепльпых крипых. 


Формп строфоинды. 


Остпяпелиппясь ип особепиостях формы строфоиды, яо- 
кпжем, что ппчьло коордяппт служит для пее узлопой 
точкой, Имеем: 


#(х, у) = уз (п— х) — 2 в-х) 
ь’ = — у — 2ах—32; № =2ау — у; 
Ра = —20 — бх, Руу = 2а — 2х, Ру = — 2. 
Тогдп: 

Д = [Рз, (0, 0): — Р’= (0, 0) "у (0, 0) =0— 41: = —4а?. 
Текям образом Л <. 0, это & яоказыппет, что пачало ко- 
ордипит является узлопой точкой, 

Зпмечпем далее яз урпппепия строфоиды, что яря х-п 
у — оо, 

Это гопорпт о том, что ярямпя х== является пссимя- 
тотой строфоиды, 

Для яолучепия ураппеяпя кпсптельпых к строфоиде п 


ппчпле коордяяйт ярирпапиваем к нулю групяу члепоп пиз- 
шей стеяепп п ее урпппеппи. Имеем: 


пу? — 0х2 = 0, 
откуда урппиеяия касптельпых: 
=х иу=—х. 


Строфондя 


Кок подяо, касптельпые этп япляются биссектриспыя 
коордииптпых углоп; таком обризом оказывается, что петпп 
строфоиды яересекпются п япчпле коордипит 
яод прямым углом. 


Свойства строфоиды. 


Рассмотрим пекоторые свойства строфонды, яричем яред- 
варительпо, для уярощёпия пыклпдок, яереяесем япчало 
коордиппт п точку А—першипу яетли строфоиды. Пользу- 
ясь формулями яреобразовапия коордипат, яолучпем урап- 
иепне строфоиды п следующем пяде: 


х 
298—х’ 
п япрометрические урпопения ее п виде: 


2 у — ме-в. 


х=-—— 


1, ое 


Постпраемся теяерь ппйти услопие, при котором 
три точкя строфояды. соотпетстпую щие зпп- 
чепиям япроаметро 4, $иф лежпт ип одиой 
прямой. 

Для ояределепия точек яересечения ярямой и строфо- 
иды пеобходямо, очепидпо, решить систему: 


уз =(х— п) 


у=КкЕ-Ь 
ты 2аё _ 1-0 
1-е Че ' 


когорпя припедет пас к урппяепию: 
в—2к8—-в 8—1 2 =0; 
Г а 


отсюдп пемедлеппо получпем, пп осиоваипи теоремы пыс- 
шей алгебры о соотпошепия между корпями и коэфициеп- 


таыя, урпыпепия: 
ЗЫ =—1. (1) 
Тпково искомое услопие. 

Выясяим дпльше услопие, яри котором четыре 
точкистрофоиды, соотпетстпующие зипченням 
яприметри +, &%, Бой, лежит пп одвой окруж- 
ности, 
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Стрефоида 


Для ояределения точек пересечепия окружпости и стро- 
фоиды мы лолжпы решить систему: 


22 -- уз Ах Ву С=0 
хе 28, 0) 


1-е › а+е ° 
Этп системп ярппедет пас к урппяепию: 


4 -- (8—1, 29АВ , ов(е—1) г 
ав) Рае т 1+6 ых 


окопчательпо: 
Вы 29АС „В, Со (2) 
а в п п 


Из этого урпппепия, пл оспопппии соотпошепяя между кор- 
пями и коэфициептвыи урпппепия, яолучаем: 


ее =- В 


БЫ Вы цы у = 


откудп пскомое услопие получится п пиде. 
Ы-ЫЬ-Еьь-Рь Рц -Рыц =0 (3) 


Исходя из этого, услопие, яря когором три точки стро- 
фоиды, соотпетстпующие зппчепиям яприметрп \,, 4; и &,, 
лежит пп окружпости круги, яроходящего через впчало ко- 
ордяппт, будут, очепидно, пыглядеть тпк 


ыыы =0, 


(так кпк одип из корпей урппяепия (2) будет рапиым яулю). 

Теперь песьмп яросто можпо яокззать иптересиое свой- 
стпо стоофоиды: если из кпкой-либо точки М, ле- 
жищей пп строфоиде, ярояести к пей дпе ка- 
сптельпые, коспющиеся кривой п точких Ри 
©, то точки М, Ри © будут лежшть ип окруж- 
иости, яроходящей через ппчпло коордиивт 
(черт. 205). 

Очевидяо, докпзательстпо этого яоложепия должно све- 
стись к тому, что запчепяя япраметра Ц, 6 и %, соответ- 


Строфеонда 


стпующяе точким М, Р я ©), удовлезворяют услопяю яахож- 
деяия трех точек яп окружяости, яроходящей через япчало 
коордяийт, т. е. услопяю: 


| - + + АЯ = 0. 3 


Условие япхождеяия точки 
МЕ) и дпойиой течкя Р(&) ип 
одяой ярямой пыразится, сог- 
ласио (1), следующим обрязом: 


чь-- вы--ыь =—1 2. м 


Из дяух зивчений, яолучеияых (-] 

для {:„ юдио, очевядио, отиосит- 

ся к тонке Р и будет собстяен- 

мо +, п яторое отиосятся к точ- 

ке © и будет 4.. Черт 205 
Токим обризом: 


= КУР 
= ИТ. 


Подстпвляя эти значения я услояяе (3), мы убеждпемся, 
что оно яыяолияется. Такям обризом сяойетяо доказаяо, 


РОЗЫ. 


Розамя иазыяпют крияые, яоляриые урпяиеяяя которых 
ямеют яяд: 
Р= ия яф. 


Для устпиовлеяия формы этих кряяых заметяы ярежде 
ясего, что содлисяо урпяяеияя рпдиус-яектор яря язмеше- 
яяя фот 0 до со будет колебиться я яределах от —п до 
+3, я сялу чего исследуемпя кряяпя должяп состоять яз 
коигруэитиых яетель еесткоя, чясло которых, очеяядио, 
будет заяясеть от яеличяяы я. 


Черт. 206 


Неяосредстяениое яостроеяие этих кряяых для чист 
иных случпея, когдп: р= ая и р=в я 3$ (черт. 206) 
уже заставляет япе яредяолигать, что чясло леяесткоя 
этих иряяых сояяпдет © чяслом я, есля это число иечет- 
иое, и рпяияется 2я, есля я—число четяое. 

В спмом деле, мы замечпем. что шах. и пя. зяпчеияя 
яряобретпемые радиусом-яектором, --п я 0, расположены 
ип лучпх, ярояедениых яз ипчили коордиипт и составля- 


ющих между собой угол 


Оалазанл в 
.‹ У“зЗоллдАх, 3 


я 
чяслу углоя около точкя О, то-есть чяслу 360: 


Совелов Замечательные кривые ® 30, 


Ф 0 45° 90° 135 180” 225 20° 315 36° 
[2235029] оао = 0 а 0 — 0 | 


Итак, чясло ясех лучей 4я, ярячем ших. зипчеиия риди- 
усп-яектора отклидыяпются, очеяидио, ип четных лучпх 
(если яроиумерояпть их, считая яолож., ипярпялеиие, ося 
х-оя за яеряый луч), ио я тпком случпе, очеяядио тих. 
зипчение рпдяуса-яекторп будет 2я, п, следояательио, я 
леяесткоя; крявпя будет иметь, яообще гояоря, 2я, ио иуж- 
яо заметить, что при я четяом яаярпялеиие кпждого из 
дяух раднусоя-яектороя, лежащях ип одиой ярямой, яротяяо- 
яоложио ипяравлению соотяететяующего лучп, яря иечет- 
ном же зипчении я одии яз рпдиусоя-яектороя ямеет ип- 
ярпвление, савяадпющее с ипяравлеияем лучп, п другой— 
яротяяояоложиое. ве: 


Дейстяятельио: яусть = я 10°", зипчения уг- 


лоя, ридиусп-яектора ря р, которых лежат ип одной ярямой. 
Имерм тогда: р= в Яя —_ =. Посмотрям теяерь, ипкой 
зипк будет яметь р; ямеем. 


ная (1807 + т) = 25180-90, 


откудпй, очеяядио, что яри я — нечетиом р, =— п, 
яри я — четиом р,=8. 


Благодаря этому обетоятельстяу яри иечетиом зизчении 
я яроисходят иаложеиие радяусоя-яектороя и соотяетст- 
яенио этому яояариое ипложение леяесткоя, я результпте 
которого крияпя окпзыяпется состоящей ие яз 2я леяест- 
коя, п только из я. 

Таким образом розп состоят из 2я коигру- 
эятиых между собой леяесткоя—яри я чет- 
ном и из я леяесткоя-яри я иечетиом, 

Начпло коордяипт яяляется для розы 2я-критиой точ- 
кой яри я четиом я я-кратной точкой—яри я иечетиом. 


Угол, яод которым яересекаются ветяя одиого я того 


же леяестип, рпяем ——_ . 
я 


Есля яояериуть яолярную ось яп _* ‚ то урпяиеияе 
розы заяищшется я яяде: 
90° 
р-озия (+ =) 
или- 
р = 8 Со йе; 


это яоказыяпет иам, что уравнение р=пСозяф яырижиет 
ту же розу, что и урпяиеяие: р=а3$яяф, яо пояериутую 


ип угол = 
Длина дуги м плошадь розы. 


Ояределим длииу дуги одного леяесткп розы: 


$ =2 ый 93 пФ -- ая Соз3 яф 4ф = 
Г 


=2 (“у б—мынжщ= 
И 


едет 


Как яидяо, длиип дуги розы яыражпется эллиятическям 
иитегралом 2-го рода. 


Площадь одиого леяесткп розы яыразится, оче- 
яидио, ен образом: 


ог аз Заз яф Фр = [язя "| м. 


Из яолучениого яырпжеяия следует, что ялощидь ясей 
розы, состоящей яз я леяесткоя, разя— — ‚ и тк кк 


Розы 


п&—площудь кругп радяуса а, то ялощидь розы рпяиа 
четяертой чпетя ялощидя круги, сяяспниого 


Четырехлепестковая роза. 


Среди роз чище другях ястречпется четырехлеяест- 
кояпя роза: 
р=0 я 2 


иля я декпртояых координатах: 


из № — 4222,2 

Эта крияпя является геометряческям местом точек яо- 
строеиных следующим обрпзом. 

Предстпяим себе, чго ярямпя 
яостояияой длииы, рияиой 28, 
скользит сяоныя коицпыи яо 
двум язаимио яеряеядякуляр- 
иым ярямым Ох и Оу. Геомет- 
рическое место осиований яер- 
яеидякуляроя, ояущениых из 
точкя О ип эту ярямую, и будет 
четырэхлеяесткояой розой (чер- } 
теж 207). 
Дейстяительно: яо сяойстяу © * Р 
яеряеидякуляра, ояущениого яз Черт 207 
яершяны ярямого угли я ЛОМО, 


ямеем: 
МР: = ОР. РО, 
откудп: | 
уз = хРО, и РО = т. 
ТОГДП: 


мо-/у+- УЕ. РУ 
хз х 


затем яз яодобия Л-оя СОБ и МРО яолучим: 
Ср _ ©Б 


мо РО’ 


ЕВ + 2 


или: 


или: 403х3уз = (хз -+ уз). 


Наипло иоооаяипт золаетея для четыпохлолостковой 


==“ Я беабовыйы а р“ 


розы четырехкритиой точкой. Ветяя каждого леяесткп яе- 
ресекпются яод углом = 90°. Дяе кпептельяые, 


ярояедеяные яипчпле, сляваются с осямя коордяявт. 


Площадь, огрпииченипя ясей розой, рвяяяется"ь 2 вы: 


2’ 
т. е. яолояяяе ялощпдя ояяспяяого около этой розы круга. 


Четырехлеяесткояйя роза является также геометричес- 
кям местом точек яересечеяяя ляух яеряеялякуляряых 


ети ие 5 


ярямых, каепющихся пстроиды. 


КРИВЫЕ ЛАМЭ. 


Ураяиеияя кряяых Ламэ имеют вид: 


Г: Г] 
(57+ - 
п | 
где т и я—целые яоложятельные четиые числп иля яоло- 
жятельяые дробя с четвымя чяслителями и иечетнымя 
зипменотелями. Исследуем яид кряяых Ламе. Прежде ясего 
замечпем, что я силу четяостя яокпзателей ш я я кряяые 
этя должяы быть сямметрячиы отиосительно обеих 
осей коордяипт. Дплее, яз ураяяеяия следует. 


›=ьу 1-(# 7. 


откуда яядио, что для 
дейстяятельиых  зипче- 
ияй у-кп яеобходямо, 
чтобы: п — х® >> 0 яля 4 
1х|< в. Подобио этому д 
убеждпемся. что |у| <Ъ. 
Это яокпзывает, что 
киждая крияпя Лпмя це- 


ляком должип лежпть 8 
янутри ярямоугольяякп С 
со сторояпыя п и Ь (чер- Черт. 206 


теж 208), Заметям тпкже, 

чтя яря ш<1 я п< 1 крявая умешдется янутри ромбп. 

яолученяого от соедяяеяяя середяны ярямоугольникп. 
Дейстяатьльно. ординпта у» ярямой АВ яыроазятся тик: 


Иривые Яамь 


ио иетрудио яидеть, что яри Ш] ия<! (*}’> > 


(= = х 
я, следоявтельно, 1— = и. т. е. я этом слу- 


чпе ясегда соблюдпется яерпяеястяо: ух < У - 

Такям образом ипибольшия ордяиптй кряяой Ламэ раяип 
Ь. п япибольшия абециссп п; отсюдд следует, что точкя 
А (п, 0). А, (—п, 0), В (о, Б) я В, (о, —6) яяляются яершя- 
яамя кряяой 

Дяфереицируя ураяяеияе крияой Лимэ, яолучпем- 


› 


Г) 
4 7 
т 
2<{ 
8 
27 
7 х р] 
2 
и >{ 
= 
р«4{ в 8 
Черт 209. 
х ш—1 ] Г] 1 
= (-^) —, Р=я(-\ | — 
. (=) в ы ( ) ь, 
откуда: 
у = пох! 
яп® уя- ° 
пои ураяяеиие кпсательяой я иекоторой точке М (хе, Ух 
удет: 
\ —\. = тех (их —х.) 
^ ии А дииииы яп у" х° => 29 + 
Полагая ш <] и я< 1, яолучаем урпяяеняе касптельной я 
яершние А (по) : у=0, 
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я яершяяе В (Ъ, 0): х=0. 

Такям образом для случпя: ш< 1, и я<| каептельяые я 
яершяийх кряяой сояяпдпют © коордяяптпыя осями; яер- 
шяяы я этом случпе; очевядно, являются для кривой точ- 
кпыя яозярвти 1-го дп. При ш>1 и п_)>1 киев. 
тельные я яершяийх А я В имеют ураяиеяяя соотяетствеи- 


но: у=в я х= 
Йрн ш>1 я я<1 ураянеиия кпептельных я яершияйх 
будут: у=0 я у= 6; такям образом я этом случпе кривая 
ыэ будет иметь точку ра я яершяних А я А.. 
Нокоиец, я случпе, когда ш< 1 я п)>1, урпяяеияя кпсп- 
тельяых яримут яяд: х-= 0 я х-=0 я. следояптельно, кря- 
япя будет иметь точку яозярпта я яершяивх В я В, (чер- 
теж 


Крияые Ламэ ястречпются я облистя ботпиякя. Ис- 
следояпияя О. Эшюяу яоказаля, что ялощядя яоперечиых 
сечеяяй дереяьея очерчены яо кряяым. блязко яодходящим 
к форме крияых Лямэ. 


ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ КРИВАЯ. 


Исследование формы. 


Покпзательяпя кряяпя яростейшего тяяп является гри- 
фяком яоказательной фуикцяя у = п*. 


ОАлтлналенанале мм мллядедамняы флоы алепостаяалА 
З\ ЕБЕТ 55 ЛЕВ 565 5503954477615 2855 Ь А фиды 3 Яр В ОР У БВ 


кряяой. я предяолигия п>>1 замечпем, что яря измеяеяяя 
х-сп от —с0 40 --с0 у язмеияется от 0 до „ Это гояо- 
рят за то, что вся крявая рисяоложятся иад осью х-оя и 
будет яеогрпяячеяио яриближиться к ией яо мере удпле- 
яия о я удаляться от нее яря дяяжеияи яярпяо (чер- 
теж } 


* 
Черт 210 


Текям образом ось х-оя является пссимятотой яокпза- 
тельной крияой. 

Есля в<1, то картиип изменится. при возрастпиии х-сп 
ОТ —со до -+-со у будет меияться от --оо до 0, такям 
обрязом я этом случпе крявая будет иеограничеиио яри- 
бляжаться к оси х-оя сярпяп и удаляться от нее слеяп. 

Очеяядяо яодъем кряяой будет тем круче. чем больше 
яелячяип япраметря п. 

Дяе яокпзательных крияых у==10* и у=0-* будут рас- 
яоложены сямметрячио отиосятельяо оси у-оя. 

Зпметям, иакоиец, что ясе яокпзательные крияые имеют 
общую точку (0,1). 


Плим Фольсл даль мь ормаольа ль 
АК о ный дрон. 


Из урпяиеияя яокпзательной крияой 


у=и* 
13 


у = № х 0) 


График, соотяетстяующяй урпяиеиию (1), ипзыяпется 
логприфмической крияой и яредстпвляет собою 
отяечпток покпзательной крияой яосле яерегябп ее че 
тежа яо биссектрисе 1-го коордииптиого угли (черт. 211). 

Особеиности формы лога- 
рифмической крияой и ее рис. ра 
яоложения относительно сяс- б 
темы осей яяляются графиче- 
ским отображением изяест- 
иых сяойстя логприфмоя. Дей- 
стяятельио замечпя, что пбс- 
циесы точек логарифмической 
крияой игрпют роль чисел, Г. 
логпряфыпми которых явля- 
ются ордяипты. соотяетстяу- 
ющие этим пбецисепм, мы быс- 
тро яряходим к следующим 


яыяодим: 
1. При яозристаияи ‘* 
чяслв от © до --<о его Черт. 211. 


логпряфы яозристпет 
от —<0 до -{-2о. 

2. Чиелп меньше единицы имеют отрицп- 
тельиые логприфмы, п больше едииицы—яо- 
ложительные, 

3 Логпряфм едяияцы рпяеи нулю. 

4. Отряцптельниые чясла яри яоложитель: 
иом осиовпяия логпряфмоя ие ямеют. 

Из теории логаряфмоя изяестио соотиошение между 
логпряфыпми одного и того же числа М. язятыми яри раз- 
личиых осиояпииях п и Ь, в именно: 


1рь М = 18, М 1 $. 


= 


Таким образом отиошение [0,М и Ю.М оказыяпется 
раяяым яостояииому чяслу К. Это обстоятельстяо гояорит 
за то, что соотяетстяеииые ордяиаты логприф- 
мяческях крияых должиы быть ярояорцио- 


ипльны между собой. 
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Показательноя иризая 
Основное свойство показательной кривой. 


яо изяестиой формуле яолучпем: 
у 0 | 


Эт =- == 


у мп 1яп 


= ©0я3(. 


Задпчп о яолучеяяи урпяиеиия кряяой © яостояяиой 
яодкпептельной былп яредложеип еше В. Декартом, ис 
окоячительное ризрешеияе сяое, сяодящееся к яитегряро- 
явиию ураянения: 

-У =Сс 


иля: 
удх =с4у 


этй задпча яолучяля ляшь яосле открытяя методп беско- 
иечио малых. 


Построение поцазательной кривой. 


1-й сяособ. Отклидыяпем ип оси х-оя отрезок ОА=1, 
ип оси И отрезок ОВ == (черт. 212) ярояодям ВС [ ВА, 
тогда =0:; ярояодям СО ВС, тогда ОО = п и т. д. 

Таким образом яолу- 
чпем ордиипты для пбс- 
цисс раяных 1, 2,3 я т.д. 
Прояодям АВ, | АВ, 
тогда ОВ: =в-!, ярово- 
дим ВС, | АВ‚, тогда 

'‚=а-з и т. д. Теким 
обризом яолучпем орди- 
ипты для зиачеияй пбс- 
циес раяных—1, —2, —Зни 


т.д 
2-й сяособ. На оси 


5х зле слььа лол ва 


оназательная кризая 


ю 
точку Мь яоказательной кривой, для яострориия точки у, 


раатнаы елена жа делся млн \ 


< абсциссой рпяиой единице опускпем яз М, яеряендяк 


имеем: 


РРь _ КР. 
$5 К$ 
или. 
РР 
1 1’ 
откуда‘ 
: Р, =в. 


Для яостроения точкя М», 
имеющей абсциесу равную 3, 
ояускпем из Р, яеряенхяку- Черт. 213 
ляр Р.5, ип АА, и ярояодим 
луч КЗ», тогдп отрезок Р.Р, будет ордяивтой точкя М,, 
я чем легко убедиться, рассмптрияпя яодобиые треуголь- 
яякя К$$, и КРР.. 

Аналогячиым обрпзом можио яостроять сколько угодио 
точек яоказательной крияой 


КРИВАЯ ГАУССА. 
Особенности формы. 


Крияпя Гпусса аиалитячесни ячражпется урпяиением: 


лы 


у = ——-е 


У» 


Зпиимаясь исследояпияем формы этой крияой, отметим 
ярежде ясего симметричиость ее отяосительио оси 
ордиипт, кпк это неяосредетяенио яидио яз епмого уряя- 
иения. При изменеиии |х| от 0 до со у изменяется от 


в до 0:это яокпзыяпет, что ось х-оя является для кри- 
т 


яой ассямятотой. 
Ояределям хпрпктеряые точки крияой Имеем- 


93 
у’ = — —= хе": 
2: . я 
у" т 2зх2е-"=" -- е-№"); хе-№ ==0, откуда х =0 
и тик как Уу’,< 0, то яри х=0 крияпя имеет яершииу 
пшпх, ордиипту которой г „из ураямеяия. крияой“ 
яолагия х=0 имеем у шах == Ух 


Итак крияпя ямеет одиу яершину я точке: 
(у). 
Прираянияая иулю у’ ипйдем точкя яерегибп имеем: 


— 2 зхзе-1*#'-- е-#** —=0. 
Откуда. 


яодстаяляя я ураяиеиие, иаходям у = в 


т 


Иривая Гаусса 


Итак кряяпя имеет дяе точки яерегиба: 
{1 ь \ 
“у Ухе 


ету) 
*\ ЪУ2' Уже] 
Нанося яолученные дпиные иа чертеж я яыбрпиом мас“ 
штибе и ярииимпя яо яинмпине общие замечпиия относи” 


% 
Г 


Черт. 214 


тельио формы крияой, сделпииые яыше, яычерчияпем спмую 
крияую (черт. 214). 


Применение крывой Гаусса. 


Кряявя Гпуксп ямеет большое значение я теории 
зероятиостей, где оиа графически яыражпет заяиси- 
мость между вероятиостью отклоиеияя, частоты события 
от ипияероятяейщего зиачения ее и спмим отклонением 
(бяномиипльный эпкоя яероятиостей сложных событий яри 
миогокритиом яоятореияи ояытп). Абсциссы крияой яри 
этом яыражают уклонение чистоты от яероятиости, п ор- 
диипты—яероятность тйких уклоненяй 


В теорин ошябок криязя Гпусса лыражеет грофи- 
чески зпкои случпйиых ошибок, дояущеииых `яри 
миогокритиом измерении кпкой-либо яеличииы. Закои этот 
яыражпет заяисимость между яероятиостью лояустить 
ошибку изяестиой яеличины и яеличиной этой ошибки. 

По ося пбецисе яри этом отклидыяпется яеличииа са- 
мой ошибки, п яо оси ордииат-——яероятиость яояяления 
такой ошибки, 


призая Гаусса 


Исследуя крияую можио было заметять, что оип ясюду 
неярерыяяй, это соотяетстяует тошу факту, что мпло рпз- 
иящяеся яо яелячиие ошибки яочти риянолероятны, и, сле- 
дояательио, бесконечио-мплому изменению х-сп должио со- 
отяетстяояпть бесконечно мплое изменение у-кп. Дплее, мы 
заметиля, что кряяпя целиком лежит ипд осью х-оя, что 
соотяетстяует тому яоложению, что яероятиость событня— 
яеличиий сущестяенио яоложительипя. Мы яидели также, 
что крияая симметрячип отиосительио оси; это соотяет- 
стяояало тому, что яоложительные и отрицательные ошибкя, 
раяные яо абсолютяой яеличиие, раянояероятяы. 

Накоиец, мы яидели, что ипибольшую ордиипту кряяпя 
ямеет яри Хж0, п иаимеиьную—яри х= со. Это, ояять 
такя, соотяетстяует тому фпкту, что яероятиость яояя- 
ления ошибки тем больше, чем эта ошябкп меньше 

В курсах теории яероятиостей яоказыяпется, что яели- 
чиип яараметря П яходящего я ураяяеиие крияой иеяос- 
ревстяеиио заяисит от точиости яроизяодямых измерений 
или ипблюдений. Чем больше точиость измерений, тем 
больше В В иазыяают я силу этого мерой точиости 
язмерений 

ы без труда замечаем, что яеличиип В окпзывает зиа- 
чительиое влияние иа форыу крияой: чем больше В, тем 
очеяидио крияая больше будет яытяиута яяерх, тем ялот- 
иее будет она ярилегпть к оси ордиипт. Тпкпя деформпцяя 
крияой яри уяеличении В стамояится сояершеиио яоият- 
ной, если ясяомиить, что яероятиости больших ошябок 
будут тем меньше, чем тщательяее яроизяедены иаблю- 
дения. 

В теоряи ошибок доказыяпется, что яеличиий ялошади, 
огрпиичениая кряяой Гпуссп, осью х-оя и дяумя ордянатами, 
соотяетстяующими пбециссам п иЪ, яыражпет яероятиость 
т что ошибка ипблюдений лежит я яределах между 
пя6. 

В сялу этого яоложения ялощадь ограниченипя 
крияой и ее асимятотой— осью х-оя должип рвя- 
ияться единице, так как достояерио, что ошибки 
лежит я яределих --со до —<о. ' 


м Аль лам шел лапша ллл 2ж% лнль 
АспъглягсвювхУ хлреодойлл э1у лз 


| вх? 4х — 1 -й 
—— а > оираининь 
О = УЕ е х У е-= 4 


-осо 


Получениый, иитеграл, как изяестио, ипзыяается яите- 
гралом Пупесоив. В курспх аиаляза докпзыяается, что ои 
рияеи Ух. 


Нризая Гаусса 
Такям образом |, ___1 зы 
у у=. Ия =1, 


чем я яодтяерждпетея яыскпзаниое яыше яоложеияе, 
Заметим ипконец, что пбецяссы точек яерегяба 


=+ туд крияой Гпуссп ямеют коякретный смысл я 
иосят ипзяпияе средией кяпдритической ошябкя. 


Прибор Гальтона. 


Построеняе кряяой Гауссп может быть осущестялено 
мехпияческим яутем яри яомощя яриборп Гальтоип. 


Черт. 215. 


Прибор состоит из ящикп, яоставлеиного ипклоияо, 
А и имеющего я яерхией частя отяерстяе. 
яерхией чпстя днп этого ящикй я бесяорядке яабиты 
гяозди, п иижияя часть разделеип ялпикамя иа ряд отде- 
лений (черт. 215). 
Бели я отяерстие ящякп яостеяеино сыяать дробь, то 
отдельные дробиикя, иатыкаясь яри сяоем движении ип 


а еь ль ть кк ааа 2 мел пала влйА  ДКлошат дтезлылтелл лт дла 
провл ътглдл л ладх Е лчодсвь чуму! И эрла<- 


лииейиого яути и яояпдать я бокояые отделения ящикп. 
Яеио, что яероятиость яояпдпиия дробиикя я даниое от- 
делеиие будет тем меньше, чем дпльше отстоит это от- 
делеияе от цеитряльиого отделения, ипходящегося как раз 
яротия отяерстия, я которое сыялется дробь, яными сло- 
япми: чем больше отклонеияе, тем меньше его яероят- 


иОСТЬ. 
329 
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Таким обризом ярибор Гальтоиа яозяоляет яосяроизяе- 
сти яроцесе расяределеияя отклоиеияй (ошибок) яо их 
яелячяие. 

Наквялявающляся, яо мере япсыяпияя, дробь я иижией 
чисти ящикй, рисяределяясь яо отделеяиям, ипглядио яос- 
яроизяодит хпрактерную форму кривой Гпуссв. 


В кииетяческой теоряя гпзоя ястречпется кривая рас- 
яределения молекул гпзоя яо ях скоростям, япяомяяающая 
сяоей формой кряяую Гпуссп. 

Урпяиеиие этой крияой ямеет яяд: 


у= хе 
Ось х-оя служит для иее песимятотой. Кряяая ямеет 
яершяну яря х=1 и точки яерегябп яря 3 5 И )- 


КРИВЫЕ ПИРСОНА. 


Риссмотренипя нпыи кривая Гвуссп является одним яз 
частиых случпея общярного кляссп кряяых Пярсоип, общее 
уравиеняе которых имеет яид: 


у=е (1-Х ЕВ 
ПЗ] тт]: 


Эти крияые ипзываются крияыми расяределеияя 
ни ямёют больщое зипченяе я ствтястике. 

При язучеиии совокуяности иекоторых явлеяий яли 
предметоя ясе члены дпяной сояокуяиостя рисяределяют 
яй груяяы, я каждую из которых яходят яредметы, обли- 
дающие кпким-лябо общим ярязипиом (родояым яризипком), 
дояускающим количестяениую оцеяку. 

ояснеияем сказанного служят таблицп. 


Родовой признак Изучаемая совокупность 
} Рост мейца Краснозрыейцы ланлого полка. 
2. Возраст умершего Умершие в данном городе, в дам- 
вом . 
3. Число лепестков па цветке А цоетов данного внял. 


Обозипчая яеличииу яризипка, яо которому рисяреде- 
ляются члены сояокуяностя яо груяяпы через х, п чясло 
членоя сояокуяиости облядпющих дпииым ярязипком через 
у, мы сможем с яомощью осей коордиипт графически изо- 
бразять закои рисяределения дпияой сояокуяности яо родо- 
вым яризипкам, я яяде иекоторой стуяеичатой фигуры, 
яязыляемой гистогримыоы. 

Для построения гястограммп делят яебь яромежуток 
зипчений; которые может яряяиматТь х ип иесколько рая- 
ных чпетей, затем оярелеляют чясло члеиоя сояокуяиости. 
имеющих яелячииу яризипка, соотяетстяующую каждому 
иитеряплу отдельно. 

Отклидыяают длииы иитеряплоя я яиде яоследояптель- 
ных отрезков ип 06я х-оя я иа каждом отрезке строят 


Кривые Пизано 


прямоугольник, яысотп которого рпяип чяслу членоя со- 
отяетстяующях дпиному яятервалу иля, кпк гояорят раяяпв 


нота лтаа плим ши в ТР У РТТ ТТТТ РТТ 


чстости лрлейля для даниото ллятервалия ччерт. 15). 


Зх 


22 


Черт. 2165 


Если яеличииу каждого яятервалп брать яесьмп мплой, 
то яолучаемая стуяеичитвя лияия будет близка к яекото- 
рой ялпяиой крияой, которую я ипзыяпют иитеряоляцион- 
яой крияой рисяределеяяя. 

На чертеже 2417 яредставлеип яодобизя крявая, пыра- 


жаюшая п дпином сл закоя рисяределеияя 
работиикоп СССР яо о. р мия 


г 


зо 


э° 


9Г 350549 45 УЕ И 


Черт. 217. 


Общее урапиение иятеряоляциониых крипых было иай- 
деио Пирсоиом я ям же детальяо изучены крипые расяре- 
деления, соотпетстпующяе разжячяым зиаченяям 5-ти япри- 
метроп зтого урппиеияя. 

Пирвеойопокимя ксипыыма мог быть ееоилыее фваесл 

г ее рен му ыы отрижсны оииыс 
ризиообразиые законы рясяределеияя. 

Риссмотренипя пыше Крявая Гаусеп япляется также 
частным случпем кривых Пярсояп. Криппя Гпуссп графя- 
чески рыражает закои расяределеияя ошибок яо ях пели- 
чние в сопокуямостя результптоп язмерений. 

Заметим, что кряпые Пирсоий, пообще гопоря, ассимет- 
ричиы. Абециссу ипябольшей ордиипты кряпой ипзыппют 


Ирывые бначоно 


модой, п спмую ордиипту-модпльной ордииатой, 
Очепядно модп соотпетствует ярязяпку, госяодстпующему 
в двияой сопокуяяостя. Абсциссу пертикальиой ярямой, 
делящей ялощадь огрияичениую крипой я осью ип 2 ри- 
ные чпстя, ипзыппют медяпиой иля середиииой пеличя- 
ной. Деление ялощиди кривой ип дпе рипиые чистя соот- 
петстпует делеияю псей сопокупиостя, которую изучиют, 
на 2 груяяы с одиипкопым чяслом элемеитоп в каждой. 
Кпк ярппяло, кряпая расяределеяяя должип иметь одиу 
моду я следопптельио одну першииу. Налячие иескольких 
першяи спядетельствуег о сложиости изучпемой сопокуп- 
иостя и иеодиородиости ее элемеятоп. В этом случае стре- 


® 

7 » 

| 4 
> # 
2 
Г т. т 
Черт, 238, 

мятся разложять сопокуяиость яп ряд более яростых сопо- 
куяностей. Так Пирсои разложял достпточио сложиую 
крипую смертиости иа 5 отдельяых одиомодальных крипых, 
соотпететпующях яятя пядом смертиостя: младеической, 
детской, юношеской, зрелого позристп и старческой. 

На чертеже 218 яриведеиы иекоторые частиые пиды 
кряпых Пирсоип, яричем 1-я—кряппя млпдеической смерт- 
иости, иачало ее с бесконечяо большой ордииптой лежят 
иа 3/‹ годп раяьше рождеяяя (случпя мертпорождеиных, 
которые яо формулим Пярсоип отиосятся к яромежутку 
за */‹ годп до рождеияя), 3-я кряппя—крипия детской смерт- 
иости и 2-я—крипая стпрческой смертности. 

На чертеже всюду ярипедены ордииаты: модпльноя пит 


и середииипя №. 


Прибор Пиосона. 

Кривые рисяределения могут быть обризопаны яри яомо- 
щи яриборв Пярсоип, ипзыппемого также „машииой 
пероятиостей". 


Чривые Пирсон 


Прибор этот является несколько усложиениым ярибором 
ни который служит, как мы пиделя, для образо- 
заяия кряпой г пусса. 

При. р Пирсома состоят также из ящики, ио перхияя 
часть его дип уже ие сялошипя, кпк это было п яриборе 
Гальтоив, п состоит из отдельных яодпижиых яланок, иа 
жоторых укреялены клянья (черт. 219). 


ааодааА 


Черт. 219. 


Передпижением ялпяок можно рисяоложить ряды этих 
кляньеп п том или ином соотиошеияя, п это, п спою оче- 
ель, яовлеочет то яля яиое расярелелеиине сыялющтейея Е] 
перхиее отперстяе яриберп дробя. я п ияжией чисти его 
образуется из собрипшейся там дробя очертпиие иекото- 


рой, пообще гопоря, псимметричяой крипой рисяределеияя. 


ОВАЛЫ КАССИНИ. 


Овалом Кипсспип пазывается крявая, являющияся гео- 
метрическим местом точек, произведеяие расстояний кпж- 
дой яз которых от дпух данных точек есть пелячиип яо- 
стояяийя, 

п сть Е иР,—дпиные точкп, ярячем РЕ, =е (чер- 


тАчц 
2 выч 


Прянимпя прямую РЕ, за ось х-ой, а перпеидпкуляр 
к ией, проходящий через ее середипу, зп ось у-оп, п 0603- 
а постояниое произведеппе расстояний рассматрипле- 
мой точкп 


# 60) 


Черт. 220, 


М(х, у) от точек Е и Е, через п?, получпем урппиение- 


Уфу: Уб-Ее уг =: 
илп после иекоторых преобразовапий: 
(ке — (уд © 
Судя по уравнеиню, овал Кпсепии является плгебрап- 
ческой крипой 4-го порядки, симметричиой отиосительно 
обеих коордииптиых осей. 
Желпя получать уравпенпе овалп п полярпой системе, 
ипходим, пользуясь формулпып переходп 


р* — 8103 003 2 — (м — с) =0. 
Исследование формы овалов Кассини. 


В заппсимостп от пелачипы ппраметроп а и с пходящих 
в урппиение опалп Кассппи можпо различать 3 осиопиые 


Фозлы Масснии 


формы этой крипой, соотпетстпующие случпям: 


пе 1—2 п а-е 
а>е, спа- ес. 


Обратимся к псследованию этого попросп. 
Из полярного урпвппепия ипходим: 


= Соз 2 бой» (1; —1) (1) 
с 
Предполигая перпый случай, при котором а > с, мы мо- 


жем положить ту беса, после чего урппиеиие (1) при- 
мет пид: ь 


р=еИ Со» НУбоз 55а (2) 


Так как ипс нитересуют лишь действительные зипчения 
в, то дальиейшее псследовапие можпо пести п предНноло- 
жеипи, что под корием п урапиеини (2) стоит положп- 
тельный зиак. 


Измепяя фот 0 до + замечпем, что р будут изме- 


4 — ©4 
няться от Уп? --с? до ии-е ‚ прп дальнейшем изые- 


1 — с 
мении ф от + до 5 р измепяется от ие. до 
Иа — сз. 

Теком обризом п 1-м коордпиптиом углу ридиус-пект 
пепрерыпио убывает от р: = У -Р с? до = Ут — 62. 
Исходя из этого обстоятельстпп п учптывая спыметрию 
крппой можио предстпппть форму овалй для рассыптрп- 
ваемого иамп случпя пзобриженпую ип чертеже 221-0м. 

Остпиавлиппясь далее пп псследоваипп формы овала 
соотпетстпующей случпю п=с, замечпем, что урапиепие 
(2) прп этом предположении примет ппд: 


р=еИ2Со8 34, 


= которому мы узипем уже пзпестиую ипы лемиискату 
риулли. 

Обритпыся, ипкоиец, к псследоваипю формы овалп Кис- 
сппо соотпетствующей случаю п<е. Полагая для удобства 
п дальпейшох выкледкох «= 2, заметим, что урпп- 


пение (1) примет пид: 
327 


Фаолы Носсиии 


=еИС082 Е У Со — Сов" да, 


Из этого урппиепия можио пидеть, что при изменени» 
поляриого угла ф от 0 до а кпждому зипчеиню его соот- 
петстпуют дпа дейстпптельных зипчения р, причем прп 
ф== 0 этами зипчеииямп будут: 


ру = Иа? -- с? п 2 =Уе— м, 


Черт 221 


а затем при, позрастаний ф до <, р, будет убыпать, п р; — 
позрпстать и при ф= они окажутся рапиыми друг другу. 
метпы при этом, что при ипшем предположении, 
согласио которому п< с, Зп2а< 1 и, следопательно, < 45°. 
При дальнейшем изменений ф от < до > р оказы- 
пается миимым. Эти соображения позполяют состппить 


Черт 222. 


представление о форме крппой п 1-м коордпиптиом углу, 
а учптыппя ее симметрою отиосительно обепх коордапат- 
иых осей, предетппить и псю крипую, соотпетствующую 
риесматриппемому случаю (черт. 


Овалы Нассиио 


Мы теперь имеем позможиость предетпппть себе псю 
эполюцию форм овала Кассиии при пзменеиии парпметря а. 

При а==0 опал будет состоять из дпух точек Ри Р,, 
так кпк п этом случпе < =0 и № =»; при п тании в 
от 0 до с можно ипблюдать, кпк около точек Ри ГР, по- 
япятся замкиутые фигуры, которые, упеличпваясь п спопх 
ризмерах, сомкнутся при п=е, образовав лемиискату, при 
Дальиейшем упеличении а’ опал Кассипи будет представ- 
лять собою замкиутую фигуру, которпя для зипченай а 
близких к с будет сдлвлениой по осп у-оп, при вп=е 2 
сливлениость исчезиет, так кпк ипибольшая ордииптп будет 
соотпетстпопать зиаченпю х=0 и прп дпльнейшем изме- 


Черт 223 


иеиии крипая по споей форме будет близка к форме эл- 
липеа (черт. 223). 


Иитересио зпметить при этом следующее обетоятель- 
стпо. Если ипйти из урппиеиия опала Кпссиип пыражеиине 
для У’, то окпжется, что оно пмеет пид: 


шой х(х-- у — с?) 

у(хз -{- у" -|- 2) 
откуда легко усматрипается, что координаты точек пере- 
сечения опала © окружиостью: 


хр уе 

будут обращать у’п иуль и, следопательно, будут хоот- 
петстпопать ипибольшам зиачениям ординат 
опала Кассиип. Заметим, одипко, что укпзаипая окруж- 
ность будет пересекпть опал п 4-х дейстпительных точках 
лишь при а<6еУ2, прп п=<У2 этп окружаость будет 
касаться ‘опалп п точках, лежищих ип оси у-оп и, иаконец, 


Фвалы Масснаи 


пра п>>еИ2 точки пересечеипя окажутся минмыми (чер- 
теж 223). 


Озалы Кассини как эквипотеициальные линии. 


Укажем в заключение ип одно явленпе, при изученив 
которого мы пстретпыся © опалами Кисспни. 

Двзп пирпллельные токп, текущие по бесконечио длпп- 
ным прямолинейным проподипкпы, созддют п плоскости, 
перпеидикулярвпой к этпм проподипким, потеиципльное поле, 
экпппотепцпальные лпнии которого представляют собою 
семейство опалоп Кпссппп, фокусы которого ипходятся 
п точках пересечения дпипых проподникоп © плоскос- 
тью потеиципльиого поля. 


ПОГОННАЯ ЛИНИЯ. 


Вывод уразиения. 


Предстппим себе, что ип пекоторой крппой: 
РЕ, )=0 (1) 


задаиа точки М (Е, 1), в п коордпавтиой плоскости задпиа 
точка М(хи, у!) (черт. 224). 

Предположам теперь, что точкп М ипчала рапиомерпо- 
двигаться по крипой, п постпппм себе задпчу определить, 
по какой крапой должип равпомерно же дпигиться точка 
М, чтобы для любого момента дпиженая кпсптельипя, про- 


№ 


к) МЕ 7) 
Черт. 224. 


педенипя к трпекторпп точка М, проходила бы через свот- 
ветствующее этому момеиту положеппе точка М. 

Для пыподо ураппепввя пскомой крппой ирина. 
маем прямую соедипяющую точка М п Мза ось х-ов, а 


точ? —за ипчеало кооранаат 
Уз) з* 35555 ТУР в. 


Отиошенпе постояппых скоростей точек Мп М 0603- 
пачвы через К. 

Если положить, что за бесконечно малый промежуток 
премени точки № прошли рисстояпие 45, п точка М рас- 
стояние 43, то соглиепо услопию, получам соотиошение: 


$3 == К 3, 
35. 


Погониая линия 


или Уах: ау: =киИа--@? (2) 

Наша дальнейшая задача заключпется п том, чтобы 
пыразить @& ин 49 п фуикции х-ов п у-ка, чтобы получить 
таким образом позмюжиоесть иитегрпропать урапивиие (2). 

Это можио сделить следующим образом: согласио ус- 
лопию задачи коордпипты точки М должиы удовлетпорять 
урппиепию касательной к искомой крппой, т.е. урапиеипю: 


Присоедиияя к этому урппиеипю урапиение даиной кри- 
| Р(,)=0, 


мы из получениой системы легко пыразим {$ ил п фуикцип 
х-са и у-ка, подстпапп получеиные пыражения п урппиение 
(2). ипйдем дифереициппльиое урппиеиие иско- 
мой крипой. 

Постоянные иитегрироппиия ипйдутся из иачальных 
уелопий, согласио которым прп х =0, у=0, и у’ =0. 

Полученипя таким обризом крипля иазыппется крипой 
погоии или погоиной линией. гл 

Назппиие погопиой лииии происходит от того обсто- 
ятельстпа, что дпигпясь по ней. точкп М догонит точку М 
в кратчойший срок, так как прп дпоженип по по- 
гоиной лиипи, кпк это следует из ее определения, точка 
М в любой момеит премени стремится дпигаться к точке 
М во прямой (касптельпой!), т. е. по кратчийшему пути 
<соедиияющему точкв М и М. 

Останопимся ип рассмотреиии чпстиого случая погои- 
ной линий. 

Предположим, что точка М дпижется по прямой 
пермендикуляриой к осп х-оп и отстоящей. от нее иа рас- 
<тоянии п. 

Положим, что п ипчильный момеит точка М иаходилесь 
п иочале коордпиот, п точка М—ив оси х-оп, п затем стала 
двигаться по прямой х = в сторону положительных зип- 
чений у-кв. 

Определяя { и из системы 


=0 
и, 


Получим {= и 1=У+ 4%») 


откудл: ф 
4 =0 и 41=( —х)-Уах 
4х 


и следовательио уравнение (2) примет вид: 


Ре а 
Иа - ау =К(@—х) а 


И:+(#}=кв-5-9. 


Для иитегрировпиия полагпем: 


4 — 


или 


ах =р 
тогда: ар 
УТ =К(@—х) Не 
или: 
МЕ. УВЕ. НИИ 
Кк(в—х). УТ-р? 
следовательно: : 
(р-+ ИТ р = ше—ш(@—х) 
или: 


ри =-— т. 
(*—х) * 


Так как, согласно условию в ипчальный момент при 


Хх = 90, 
у — в = 
т" 
то очевидио. з 
е=ае, 
тогда: з 
р+УГЕы=(!-* 


Бесовной яоикя 


с другой стороны: 
У при марс 


® _® — о — | —(. И <. 
И УЕ (| в/ 
Исключая р из полученной системы, ипходим: 
-#-И-Эч-а 
р ах 2 . в п . 9 
Иитегрируя полученное уравиение, находим 


Но при х=0и у=0. Подставляя эти зиачения в по- 
лучевиое уравиение, иаходим: 


ак 
= я 
8—1 


Таким образом уравиение искомой погониой лииии 
примет вид: 


НН 


ак 1-_к 


при этом предполагается, что К 7 1. 
Если К=1, то после иитегрироваиия уравиения (3) мы 
получим уравиение погоиной лииии в виде: 


| (бе ге Сс=-. 


следуя форму кривой по получениым урав- 
иеииям, замечаем: 
1. Кривая проходит через начало. 
2. Касательная в иачале совпадает с осью (уравиение 3) 
3. При О<х<а у’> 0, следовательио кривая все время 


поднимается иад осью х-ов. 
99% 


Погонизя линия 


4. При х=а у’=00, так как выражение, стоящее в 
первых скобках уравиеиия (3), стремится к иулю, оставаясь 


при х—-а касательная стремится стать перпендикуляриой 
к оси х-ов. 


$. При х=а и К>1 имеем- у= ак 


ют’, 


при х=а и К<1 имеем: у=оо, 


- 4 
Г 4 Г. 1 —- 
Черт. 225. 


так как второй члеи уравиения погоиной линии при х—+а 
стремится к нулю, оставаясь возвышенным в отрицатель- 
ную степень, и, следовательно, иеограиичеино возрастает, и, 
накоиец, при х=аи К=|1у текже иеограииченио воз- 


о м = жълллььыл 


Такны образом при 1 погоиная линия персеечет 
даииую прямую х==а и, следовательис “^чка № действи- 
тельио догонит точку М. 

При К<_1 погомиая лимия будет аесиматотически при- 
ближаться к прямой и, следовательно, иа коиечиом рас- 
стояиии точка М ие сможет в этом случае догиать точку М. 

Приводим чертежи (225), соответствующие тому и дру- 
гому случаю. 


8 КРИВЫЕ ДВИЖЕНИЯ ТОЧЕК 
ШАРНИРНЫХ МЕХАНИЗМОВ. 


КРИВЫЕ ДВИЖЕНИЯ ТОЧЕК ШАРНИРНЫХ 
МЕХАНИЗМОВ. 


Н Го ТУЧ РРР ЧУ УУУТЕТ ТР РОТ РИС УР РТТ Ч 


Шаринрным антипараллелограмом  назыпают систему 
4-х зпеньеп АВСО попарпо рапных между собой: АВ == СБ 
ни АВ=ВС и скрепленных шарипрамп п точках А, В, Си) 
(черт. 226). Закрепляп одно пз звеньеп, мы получаем дппга- 
ющуюсп систему, различные точкп которой оппсывают 
различные крппые. 


Черт. 728. 


В области машнностроеппя шарипрный антппараллело- 
грам употреблпется по многих механизмах длп целей 
преобразопания одной формы траекторип депженпп п дру- 
гую 

Предйоложпы, что мепьшее зпепо антппарал- 
лелограма закреплено пеподпижно п опре- 
делим крппую, которую опишет точка М пересечеппп боль- 
ших звеньеп этого аптипараллелограма. 


Имеем: ЛАВС = ДСАР (по трем сторонам). 


Откуда 
^^ АСВ = САП 
а РАЗ = 4 


Яривые давизения точен шернизных менонномое 


н, следопательно: АМ=сСм 
п 


И, следопательно: 
АМ + МВ =СМ -- МО = сопз(. 


Такпмы образом оказывается, что по псе времп данжения 
сумма расстояннй АМ--МВ произэподящЁй точки М. от 
точек А п В поляетсп пеличппой постоянпой. Это попорнт 
за то, что кривая, получаемая как след точкп М, будет 
эллипсом, фокусы которого п тбчках А и В. 

Вообразим теперь, 
что закреплено 
большое зпено в 
определим ппд крппой, 
получаемой от дви- 
женпя точки М пере- 
сечення  продолжен- 
ных меньших звеньеп 
(черт. 227). 

Имеем: 

ЛАЮО = ДВМЮС, 
откуда: 

«МАВ — «7 МОР, 
следопательно: 

ЛАВМ == А СОМ, 
откуда: 
МО = МВ, Черт 227. 
но п таком случае: 
МА— МВ = МА — МО = АО — соп3. 


Итак оказыпается, что разность расстояний проязпо- 
дящей точкп М, от дпух денных точек А вн В является 
пелпчпной постоянной, следопательно крппая, опнсываемая 
и М, будет гпперболой с кусамн п точках 

п В. 

Предположны теперь, 
неподпижно. 

Определим крппую, которую оппшет прн дпн- 
женип антппараллелограма точка М —средпниа 
стержия СБ —-протипоположного закреплен- 
ному стержпю АВ (черт. 228). 

Так как СМ,=АМ по доказаниому пыше н СМ =АО 
как полопнны рапвых стержпей, то СМ—СМ =АМ— АО 


ва — > Ч рии 
10 ЭПеяо гыз == а закреплено 


Минсые домжемия точем шоринриых меланизиов 


нлн ОМ = ММ п следовательно ЛОММ—рапнобедренный. 
Обозначны АО -= ОВ через а, АВ = СВ через Ь, ОМ = ММ 
чллра № зтле ААГЫ пллла м тллел ААМО 2 Ол а заоаьладна 
эре т, РА 47875 % въ ых чу: ды ды ВЧ = 55 559054555 % 5, 


раднус-пектор через р. 
Тогда пз АМРА вмеем: 


Ь? = (а-- К) (а— К) — 2(а-- К) (@а—к)Соз2 (1) 
с другой стороны, нз ЛОММ пмеем по теореме сннусоп: 
[2 


(10° — 29) Эт 
Нл 
Эмо = К 26, 
откуда р= ЖК Соз ф н, следопательно, К = ? Подставляя 
2С05Ф 


значение Кп (1) после упрощений получаем урапненне ис- 
комой крипой п полярной форме п следующем пиде: 


Полученная крипая назыпается лемнискатондой. 
Перепедя урапненне лемипскатопды п декартопу сис- 
тему координат, получаем: 


еа-руз у (3 -[ у) — 4азу? 
Как пндно, лемин- 
скатонда является ал- 
гебранческой крипой 
6-го порядка Из урап- 
нения ее непосред- 
стпенно следует, что 
она спыметричпа отно- 
сительно обенх осей 
координат. 
пределинм точкя 


пересечения крипой с 
осями. полагая у=0, ах 
получаем х! =0;х: =УБ ;х. =— УЪ; птак ось х-оп кри- 


вая пересекает п ех точках. Полагая у =0, 
получаем у, =0; уз жУБ — 4а3, у, =— УБ—4а?, откуда 
следует, что крипая пересекает ось у-оп п 3-х точках 
пры Ь`>>2а п п одной точке при Б<2а. 

Начало коордниат является для лемнискатонды особой 
точкой. Убеднмся п зтом и псследуем природу этой точкп. 


Иривыю донщения точен шарнирных меахонизмов 


Имеем: 


Я =" +)2х—25х о 


мб 


ий 


зу -еуузу ыы 0 


94 


= 


Е = 18хз -|- бу — т” 


9 — вуз ба — 261-88 = — 26: ват, 
ду? [= 
д 
——=12ху =0, 
ВИ — 


следопательпо: 


А = 16а — 46 — 46? (442 — 2). 


Отсюда  непосредстпепно 


следует: 

1. При 62а Д>0 и сле- 
допательно иачало будет уз- 
лопой точкой. 

2. Пря 6 =2а Л =0нсле- 
допательно начало будет точ- 
кой позпрата. 

3. Пры 6 > 2а Л<0 и сле- 
допательно начало будет нзо- 
лпропанной точкой. 

Соотпетстпенйо этому сле- 
дует различать три оснопяых 
формы, п которых могут 
пстречаться  лемнискатоиды 

черт. 229). Заметим, что по 

-м случае при Б =2а, т, е. 
при рапенстпе всех 4-х зпепь- 
еп антипараллелограма, лем- 


==> 
Ем, 
ВЕТ С 


Черт. 229, 


нискатопда пырождается п пару кругоп, для которых ось 
у-оп служит общей касательной (уравнение крипой п зтом 
случае а Соз24р распадается на два: р =28Созф и 


р= — 2аСо8$). 


Наконец, при 6 =а 2 мы получаем урапнение: 
2 = 23 Соз %, 
являющееся урапиенпем обыкпопенной леминскаты. 


бризые движения точек шорпириых мехонномоа 


В паропых машинах пстречается пногда шаринрпый меха- 
инзы, изпестный под назпанием „параллелограма Уатта“, 
позполяющий пращательное дппжение около точкп А пре- 
образовать по пращательпое движение около точкп О п 
сторону обратпую перпому дппжепию. Нетрудно пидеть, 


№2 


Черт 230, 


что прин АВ=0С АБ=ВС середнна соедннительного 
зпена ВС при этом движении описывает лемнискатонду 
1-го типа (черт. 230). 


2. Кривые, описываемые точками шатуна. 


Рассматривая крипые, которые описываются точками 
шарнирпых механизмоп, необходимо останопиться на крипой, 
получаемой как след некоторой точки М шатупа 
пцаропой машины. 


Черт. 231. 


Выбрап наллежашим образом коорлинатную систему ни 
обозначип длину крппошппа ОА через г, а длину шатуна 
через 4 в, наконец, расстояние АМ через а, ппедем пспо- 
еб ЧЕЙ параметры АОВ=фФ в ХАВО=ф (чер- 
теж 


Яонеые доимонна точен шорнибныя мелонисое 
Тогда нз ЛОАВ имеем: 


Это =абтф 1!) 
кроме этого: 
х= 1 Созф--аСо$$ (2) 
и: 
у=уЗшф—аЗтф (3 
Из уравненпй 1-го н 3-го пмеем: 
ЕВ Е ВИНЕ ДИЕИ 
Ятф = н УтФ @—а)г' 
откуда: и и 
_ ИУ@—а:—у = Ч ап —у@. 
С05$ = 4—2 и Созф —б&— — 


Подставляя в уравнеяне 2-ое, получаем: 
ды а И(@— а}: — у-+- И@— ап — у 
= &—а 


Таково уравнение искомой крпвой в явной форме. Осво- 
бождаясь от радпкалов, получаем: 


©: —п— #2) (@— а) + у (Фр — 
— 42? (4 —а}"—@ у] @—а)—у9=0. 


Судя по уравнению, всследуемая крпвая является алге- 
бранческой кривой 4-го порядка. По смыслу движения за- 
ключаем, что кривая должна иметь овальную форму в 
пересекать ось х-ов в точках, абсциссы которых г вн 
г— а. 

Необходимо остановпться на весьма поучительной 0со- 
бенностп получепного уравнення: так как х пу входят в 
это уравпенне только в четнвых степенях, то, очевидно, 
кривая должна быть снмметричиа относптельно обенх осей, 
на самом же деле непосредственно по чертежу видно, что 
симметрин относптельно осн у-ов быть не может. Про- 
тиворечие это объясняется теы, что получениое уравнение 
является ответом на более общую задачу, нежеля та, ко- 
торую мы решали Мы, по существу говоря, определили 
кривую, котопую описывает серелнна прямой постоянной 
длины, скользящая одним концом по окружности, а.другим 
по прямой, н так как точка В с успехом может лежать 
ин справа в слева от точки О (ва выводе уравненпя зто, 
очевидно, не отразится), то полученное уравненне является 
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уравнением двух кривых, составляющих систему дей- 
ствительно симметричную относительно осн у-ов. По смы- 
слу нашей задачн нас, очевпдно, пнтересует лишь правая 
кривая. 

Построение кривой шатуна можио осуществить следу- 
ющим образом: в явном уравнепни нашей кривой обозначим: 


аИ@—а}:—у _ з 
@;—а = 1- сы 


через х, (1) 


УЯЙ /— 


2 уз через х, (2) 


тогда очевидно х=х:-- хз, но из а (1) следует: 


а из уравнення (2). 


Отсюда ясно, что если постронть эллипсы, соответст- 
вующие полученным уравнеяням, то построение нащей 
кривой можно будет производить такны образом. длявыб- 
ранной ординаты на каждом эллппсе найдем соответству- 
ющую абсциссу, сложив эти абсциссы получим абсипссу 
нашей кривой, соответствующую выбранной ординате. 

В случае так назы- 
ваемой экс центриче- 
ской криволинейной 
передачн, уравнеине кри- 
вой, описываемой точкой 
шатуна, будет несколько 
ввым. 

Обозначив АВ—длину 
шатуна через @, рассто- 
янпе ВМ через а. ОСЬ— 


через К и вводя рспомо- Е. 

гательные переменные „| ___ 

фиф (черт. 232), будем я е № 

иметь 

чеосиннию Г 
х=азть (2) Церт. 232. 
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К=45тф— 1008$ (3) 
Из уравпеный 2-го и 3-го находим выражения для Этф 
и Созф п, подставляя в (1), получпы уравненпе кривой в 


виде: 
у=(4—а) и + 'у-@==“). 


Крпвая будет иметь форму овала, аспыметрипчного отно- 
онтельно осей. 


3. Аппарат Кэмпбедля. 


Рассматривая кривые, описываемые пра помощи шар- 
ипрных механизмов, можно остановпться на так называемом 
аппарате Кэмпбелля, предназпаченином для вычерчивания 
кривых 2-го порядка. 


способиости сохранять во время ленженпя отрезки МВ и 
МР равнымп между собой, что непосредственно выте- 
кает из равепства треугольннков АМВ п АМО. 

Это свойство позволяет, укрепив в точке М чертящее 
острие, получить с помощью аппарата Кэмпбелля любую 
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из кривых 2-го порядка, полагая его в каждом случае 
олоевО чертежей (234, 45, 236). 

В последнем случае звеио КР должио скользпть кон- 
ном Р по прямой ЕЁ‚, оставаясь все время перпендику- 
лярным к этой прямой. 


Черт 235 
4. Инверсор Поседье. 


Остановныся в заключенне еще на одпой „кривой“, 
вычерчиваемой при помощи шарнирного мехаппзма Поселье, 


ыы ДЫ 


вы, что ОД =ОС = =а, `АВ=ВС = = Сб=)А ==, наконец, 
МО =ОМ =с. 

Найдем кривую, оппсываемую точкой В при депжепип 
механизма. 


4х 


Чриаые домшония течаи шорнирных механизмов 


Вообразив окружиость, описанную около точки А радп- 
усом, равным а, и проведя к ней из точки О-касательмую 


дл ме 


ОМ, замечаем, что ОВ.ОР == О№, но из ЛОМА: 


ОМ = ОА: — А№ = а? — 63, 


следовательпо, 
ОВ.ОО = а: —6, 
откуда: И 
а — 
ОВ = 6р 


Черт. 237. 


Принимая ОМ за полярную ось н обозначив ОВ, радн- 


Уус-вектор точки В, через р, получаем полярное уравнение 
нскомой кривой: 


— а: — Бз 
ор 


Но ОО =2с Созф, как раднус-вектор окружности, описы- 
ваемой точкой Р. Подставляя, получаем - 
Мы В 
2°Созф ° 
3 = 
р СозФ = ыы ы й 
2 
а2— > . 
% 


или 


Вли 
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версором, позволяет преобразовывать круговое движение 
в прямолинейное. Ииверсор изобретен в 1864 г. офицером 
французской армип Поселье (РезисеШег) в независимо от 
него русским математпком Лппкиным в 1868 г. 
Закапчивая рассмотреипе некоторых кривых, вычерчп- 
ваемых прп помощп шарнирных механнэмов, заметим, что 
шаринриымн механизмами с надлежаще выбранным коли- 
чеством звеньев н расположеннем них можно вычертить 
любую алгебранческую кривую, как это показал 
английский математик Кемпе (Кешре) в 1877 г. 


Часть П 


. ОБЩАЯ СХЕМА 
ИССЛЕДОВАНИЯ 


КРИВОЙ 


ОБЩАЯ СХЕМА ИССЛЕДОВАНИЯ КРИВОЙ 


Аналитнческаи н диференциальнаи геометрии дают нам 
иниарат, с номощью которого можно более нли менее 
детельно изучить особениости формы данной крниой. 

Подобиое исследонание полезно иронодить иридержи- 


филь. оп но пам лиг иг 21 Шла вя забота плипано ванной 
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схемы, котораи может быть иредложена, наиример, и сле- 
дующем инде- 

т Исследриание крииой на симметрию. 

2. Оиределенне нитериала изменении иеременных, ихо- 

дищих и ураиненне криной 

3. Определение точек иересечёнии крниой с осими. 

4 Определение иершни крниой. 

$ Определение точек иерегиба. 

6. Определение ассимитот крииой. 

7. Оирелеленне особых точек. 

8. Оиределенне доиолинтельиых точек. 

9 Схематический чертеж крниой. 


Останоинмси иодробно на каждом иункте этой схемы. 
1. Исследование иривой ва симметрию. 


Крнииаи, заданнаи и иримоугольной системе, будет 

а) симметрична оси х-ои, если ураннение ее не изме- 
интси от замены у на —у; 

Ь) симметрична оси у, если ураинение ее не нзменитси 
от замены х на —х 

с) симметрична отиосительно обенх осей и следоиа- 
тельио--относнтельно начала, если ураинение ее не изме- 
ниетси от замены х на —х, ау на —у. 

Дли алгебранческой крниой первый иункт оираиды- 
наетси, если и ураниение ее у иходит только и четной 
стенени; второй иункт опраидынаетси, если и ураинение 
ее х иходит только и Четной стененн и третий, если 
х ину ихолит и ураинение зтой кониой только и чет- 
ных стеиених. 

4) симметрична относительно биссектрисы у==х, если 
ураинение ее не изменитси от замены у на х, ах на у. 

Пример х?-- у? — аху ==0 (Декартои лист). 
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е) симметрична относительно биссектрисы у =—х, если 
ураниение ее не измениетси от замены у-ка на —х, х-са 


лем 


па —. 
Пример: хз — ху {- уз — 1 =0 (Эллиис). 
8) крииая будет обладать иолирной симметрией, 
т. е. иосле иопорота на 180 часть крниой, рабиоложениаи 
иад осью х-ои будет соинадать с частью ‘зтой крииой, рас- 
положениой иод осью х-ои, если двум значенйим х-са оди- 
иаконым по абсолютной иеличине, ‘но разным по знаку с0- 
отиетстиуют два значении у-ка, одннаконые ио` абсолютной 
иеличине, но разные ио зиаку, нными слонами гоиори, #слн 
изменение знака у абсциссы влечет изменение знака у со- 
отиетстиующей ординаты, но не нзмениет абсолютиую 
иелнчину иоследней. 

Пример: Кубическаи иарабола у == х*. 


2. Определевие нитервала изменения переменных входя» 
щих в уравнение кривой. 


Исследонанне нитервала изменении иеременных иозио- 
лиет определить область сущестионании крииой. 

Дли этой цели необходимо решить ураинение относи- 
тельно у-ка, а затем измении к от —< до оо ироследить. 
как себи в зто ‘иреми будет нести у. 

При зтом может оказатьси, что и некоторых участках 
изменении х-с& соотиетстиующие ему значении у-ка ока- 
жутся мнимыми. 

Если через конечные точки таких участков, лежащих 
на осн х-ой, пронести иримые | оси у-ой, то на илоскости 
пыделятси области, и которых криизи не сущестиует. 

Решаи ураинение относительно х-са, можно подобн 
образом иримыми || оси х-ои ныделить на плоскостя 
ласти, и Которых кривая.не сущестиует. 

К сожалению и большинстие случаеи решить ураинение 
относительно обонх переменных не удаетси. Тогда ири- 
ходитси ограничитьси определением нитериала изменения 
хоти бы одного нз иеременных. 

Изучаи интериал изменении переменных, необходимо, 
нариду с спределеннем мнимых областей, отмечать раз- 
рыиы крниой, соотиетстиующие таким концечиым зиа- 
ченним одного из переменных, ири которых соотиетству- 
ющее значенне другого иеременного обращаетси и 20. 

Изучение нинтериалой изменении иеременных дает иоз- 
можность заключить, ивлиетси ли даннаи крииаи замк- 
нутой илн она нмеет бесконечные ветии. Оче- 
индно, если хоти бы одно из иеременных может иринимать 
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значенне раиное со, и то иреми как другое иеременное при- 
нимает некоторое конечное нли бесконечное значение, крн- 
ваи будет иметь бесконечные ветин, и иротиниом случае 
она будет замквутой. 

Бесконечные иетии крниой, соиронождаемые асснмито- 
тами, назынаютси гИиерболическими, не имеющие 
ассимитот-иараболическими. 

Дли оиределенни минмых областей крниой, заданной и 
иараметрической форме ураинении. х = ({) и у=ф(® ре- 
шают каждое из них относительно Ё н находят каким зна- 
ченним х-са или у-ка соотиетстиуют минмые значении & 
Очеиндно, эти значении х-са н у-ка не могут быть коорди- 
натами точек крниой Проиеди через концы нитериалои, 
соотиетстиующих таким значениим, ирямые, || координат- 
ным осим, иыделиют на илоскостн областн, и которых крн- 
нан ие существует 


3. Определение точек пересечения криной с осями 
координат. 


Полагаи и ураиненин крниой у=:0 н решани его отно- 
сительно х-са, находны абсциссы точек пересечении даи- 
ной кривой с осью х-ои 

> Подобным образом иолагаи х=0 ин решаи ураинеине 
отиоснтельно у-ка найдем точки иересеченни криной с 
осью у:ой 

Если данизи крниаи снмметрична относнтельно бис- 
сектрисы у=х, тр, полагаи и ураиненни ее у=х н решаи 
его, оиределим точкн пересечении данной крниой с бис- 
сектрисой. 


4. Определение вершин кривой. 


Дли определения иершии крииой ностуиаем следую- 
щим образом: 

1) Если крииаи задана ниным ураинением у==Е(х), то 
дли оиределенни иершин Узах И Ужь решаем систему: 


з 
|-] 
|: 

к 
т 
< 

а, 
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Если же окажетси, что ирн х==х, не только у’=0, на 
н исе последовательные иронзиодные до „и“-ой иключи- 
тельно раины нулю, то ирн п четиом и точке М (х», 7,) 
будет- Е. 
[.) 
першнииа увы, если #(х)<0 


@) 
нершниа Узи, е®лн 1(х,)>0 


ири нечетном же значении и и точке М (х,, у,) 
будет иерегниб с касательной || осн х-ои. 
2) Если крниан задана нениным ураинением Е(х, у) == 0, 


Кх, у)=0 

Р.(х, у)=0 
Прн этом и точке М (хь, у; ) будет 
першина ушах, если Ра (хь, ун).ЁР, (хь, у) > 0 


иершина ушь, если Р’»х (х,, у) Ру (хь у!) < 0. *) 
Дли оиределенни вершии Хаах Н Хеш решаем систему. 


(х, у)=0 
РУ (х, у)=0 


Прн зтом и точке М(х,, у,) будет: 
иершииа Хх», если Гуу (х,, у). (хь.у,) > 0 


нершина Хаш, если уу (хи, У1).Рх (хи, у) < 0. 
3) Еслн крииаи задана иарашетрическныи ураинениямн. 


Хе (1) 
у=$(@) 


то значение параметра { соотиетстиующее иершннам Ужьх 
н Ув будут корними нечетной кратностн ураиненни: 
$’ (1) =0 ирн этом инд першины (Ух, ни Узь) определитси 
как н иыше исследонанием знака м. 

Подобно зтому значении иараметра # соответстиующие 
Ибршийам Хол И Хэм будут корйими нечетной крат- 
— 3) Предполатаетея, что в точке М(и, У) Р, (а, У) +9. 
358 
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ности уранненни: $’ (5 ==0. 
Вид нершин (Хех ИЛИ Хью) оиределитси нсследонанием 


а? 
знака ет Ё 


$. Определение точек перегиба. 


Если крниаи задана уравнением у=Р(х), то дли опре- 
делеини координат точек перегиба решаем систему. 


у=Е(х), 
(Р()=0 

При зтом даннаи крниаи будет иметь и точке М (хь, у) 

а) нерегиб с нынуклости, обращенной и сторону иоло- 
жит. а на ногнутость, если ирн х=х, у” мениет знак 
с — на --; 

6) перегиб с иогнутостн на нынуклость, если ирн х=х, 
у’ меняет зиак с - на —; 

с) перегиб с касательной || осн х-ои, если ирн х=\, 
не только у’==0 но ну’=0. 

Дли определенни точек перегиба с касательной || осн 
у-ои необходнмо решить ураинение крниой относительно 
х-са. Получим ирн зтом х==Фф(у), 

Решаем затем систему: 


[ х=Ф(у), 
9’ (у)=0. 


Если средн корней зтой системы будут такие значения 

=х, н у=у, что дли них ие только $ф”(у)=0, но и 

$’ (у)=0, то точка М(хь, у) будет точкой перегиба, и ко- 
торой касательнаи |] оси у-9и. 

Все иредыдущие положении будут спранедлизы ирн 
услонии, что третья ироизиодиаи и точке М (х,, у;) не равна 
пулю. 

Может, однако, случитьси, что некотораи иара корией 
(хь У,) системы: 


у==1(х) 
Ро) —0 


обращает и нуль не только у“, но иу” н у” ит. д. Тогда 
в. точке Мб, у,) будет или: 
а) точка перегиба, если перваи из необратиишихси и 
нуль произнодных нечетного порядка илн: 
250 
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№) вершина уш.х илн Ум», если ‘периаи йз необратив- 
шнхси и нуль ироизиодных четнргоа порядка. Такого 
рода иершниы назыинают иногда точкамн сплющен- 
иостн. В зтих точках лежат иа одной иримой четное 
число следующих друг за другом точек данной криной; 
и точках же иерегиба таких, следующих друг за другом 
точек, исегда нечетное число. 

Изложенный сиособ определенни точек перегиба тре- 
бует нахождении иторой произиодной, что часто бывает 
затруднительно, особенно когда крнваи задана неиниым 
ураинением. 

В силу зтого обстоительстиа укажем еще один 
сиособ оипределенни точек иерегиба, ириме- 
нимый только к алгебраическим криным. 

Пусть дано ураииение алгебраической кривой и-го по- 
ридка. 2. > 

у 


х - - 
Полагаем х=— и у=-х, где х, у, 2 так назыиае- 


мые однородные кобрдинаты. Тогда ураннение данной 
криной иримет иид: 


+ 9- 


Е (х, у, 2) =0, 


Последнее ураинеине будет ураиненнем данной крниой 
и однородных координатах. 

В курсах диференциальной геометрии доказынаетси, 
что точки перегиба алгебранческой криной и-го иоридка, 
заданной и однородных координатах ураинением 


или: 


В (х, у, 2)=0 


лежат на алгебранческой кривой 3(и—2) иоридка назы- 
иземой гессианой и ныражаемой и одиородных коорди- 
натах ураниением: 


Тайнм образом дли определении точек иерегиба доста- 
точно решить соимёстио ураинение. даииой криной (в де- 
картоных координатах) и ураниение ее гессианы, причем 


Общая схема исследования 


состаилии зто ураннение и найденных ироизиодных Е;., 
Р;; и т. д. следует иоложить 2==1. 
Заметнм, что решая эту систему мы найдем не только 
точки иерегиба, но н точки силющениостн. 

Если крииаи задана и нараметрической форме 
ураиненнями` 


х=$ (4 
у=у(), 


то значенни иараметра {, соотиететиующие точкам иере- 
гиба, будут кориими нечетной кратностн уравнении 


ху" — ух" =0. 


Если крниаи задана и иолирной снстеме ураине» 
инем: 


р==1 (9), 


то значении $, соотиетстиующие точкам иерегиба, будут 
корнимн нечетиой кратностн ураинении 


в — м" =0. 
6. Определение ассимитот крниой. 


1. Если даннаи крниаи иилиетси алгебранческой, то 

1) ураинении ассимитот зтой крниой иараллельных осн 
у-ои иолучатси, если ирнраинить нулю козфициент ири, 
старшей стешенн у-ка и ураиненин зтой крииой (иред- 
полагаетси, что ураниение крниой иринедено к инду: 
Аох -|- А, х"-1у -- Азх"-2уз--.,.. . =0) 

2) ураинении ассимитот параллельных осн х-ои иолу- 
чатси, если ирирамиить к нулю козфициент ири старшей 
стенени х-са и ураинении зтой крииой. 

Дли определении ассимитот наклонных к коордн- 
натным осим, ураинение которых можио иредстаинть и 
инде у=тх--Ь иостуиают так’ и ураиценни даиной криной 
полагают у раиным тх-ЕЬ, ирираинниают нулю козфици- 


н Акт значенни м иЬ 
2. Если даннаи крииаи ивлиетси трансцендентной, 


то 
1) дли определении ассимитот иараллельных коордннат- 
ным осим стремитси найтн такне конечные значении одного 
нз переменных, ири которых другое переменное обра- 
шаетси и оо. Так, если ири х=га ужос, то иримаи 
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Фбщою сома, послодозания 


х—а-—0—будет ассимитотой данвой крииой, 

2) Определение наклонных ассимитот траисцемдентных 
криных, иообще гоиори, затруднительно. Еслн трансцендент- 
наи кринаи задана инным уранненнем 


у=={ (х), 


то углоной коэфицнент ш ин начальнаи ордината Ь наклон- 
ной ассимитоты оиределиютси нз формул 
м Но 9 и Бе 6 — охрыь 
Х и-ью 


Пэн хило нояоным па яз че 


А У © 5 > 5 54 55 ва 9 > 2 нии конной ото 


зам Уэзм 


Г 
сительно ассимитот и достаточно исследоиать знак 
бесконечно-малой разностн. 


Д=Нх) — (вх-- 5) 


и заинсимостн от знака бесконечно-большого значении х-са. 
Еслн ири зтом окажетси, что Л>0, то нетиь крниой рас- 
полагаетси над ассимптотой, еслн же Л<.0, то иетиь кри- 
иой расиоложитси иод ассимитотой 
3. Если крниая задана и инараметрической форме 
ураиненними 
х=$(4) 


у==9(), то 
1) дли оипределенни асснмитот иараллельных коорд. 
осим исследуют нет лн таких значений параметра & ири 
которых одиа н3 переменных остаетси конечной, & другаи 
обращаетси исо. Так если прн {= у=осо, а „х раиниетси” 
некоторому конечиому числу, то криваи имеет ассимитоту 
| оси у-ои: 
х—9$ (4) =0 


2) Дли оиределенни наклонных асснмитот нсследуют 
нет лн у иараметра такого значении &, при котором обе 
иеременные обращаютси и со Если такое значение нахо- 
дитси, то углоиой козфициент т и начальнаи орднната 6 
наклонной ассимитоты оиределяютси пб формулам 


— ню _®® =Н = 
т=Нм т О) пе. 


4, Всли крииан задана и иолирной снстеме ураиие- 
нием: 
р==Ё ($), 
т0 дла определении ее ассимитоты. 
26а 


Общей схеме исследования 


1) находит такое значение фи, дли полярного угла, ири 
котором р=оо. Этот угол определит наиравленне ассими- 
тоты, если риа существует. 

2) оиределяют иредел полярной иодкасательной 

по 
Р ЮФ 
Этот иредел, если он существует, определяет расстояние 
ассимитоты от полюса. 


Наираиление н расстояние от полюса ииолне оиреде- 
ляют ассимитоту. 


Прн зтом заметим, что если. ит 0, то ассимитота 


ироходнт от иолюса сирана, если же На > <0. то— 


слена, если смотреть из полюса и® наиравленню раднуса 
иектора уходящего и с©®. 


7. Определение особых точек кривой. 


Точка М(х,, у!) ирннадлежащая алгебранческой крииой 
Е(х, у)=0 назынается особой, если и ней: 


Ра (х, У)=©0 и Г,(х, у) =0 


Таким образом для определения координат особых точек 
криной иеобходнмо найтн такне значения х-са и’ у-ка, ко- 
торые однонременно уловлетиоряют трем ураиненням° 


Е (х, у)=0, 
Г; (х, У} =0, 
К, (х, у) =0. 


Если найдены такие значения х!, у, которые удоилет- 
воряют зтим ураинениям, но для которых хотя бы одна 
низ ироизиодных 2-го порядка [М (хь, У!), Глу(хь, у) и 
Рут (хи, У!) не раина нулю, то особую точку М(хи, у!) назы- 
нают диойной. 

Различают три инда диойных точек, каждый низ 
которых оиределяется иелнчиной ныражения 


Д = {лу (хь у!) — Ра (хь, У) РУ (ь у1) 
еслн: 3) А> 0 то точку М (хи, У!) называют узлоиой. 


А=0, ‚„ Му!) 5 Точкой иоз- 
пирата. 


Общая скема исследования 


Причем, еслн.и зтой точке иетин крииой лежат ио раз- 
ные стороны от касательной, то точку называют точкой 


мозиваха 1-го бана аля по деи стлллн, та т ТЯ 
чары 3+ РАФ, <-> а ЗАМУу ч5-руу, 5% в м) 


назынарт точкой иозирата 2-го рода. 

Если Л <0 то точку М(хь, У1) назыиают нзолироианной. 

Бсли и точке М(х,, у’) не только иперные, но и исе 
иторые иронзиодные Ё’,„ (х, у), Гф(х, у) н Г,,(х, У) раины 
нулю, а среди иронзиодных 3-го иорядка есть хотя бы 
юдна не раиная нулю, то особую точку назынают трой- 
ной Наконец, если и точке М(х», у,) исе иронзиодные 
3-го иорялка раины нулю, но хотя бы одиё иронзиодная 
4-го. порядка не раина нулю, то точку назыиают четиер- 
пои пьд 

Еслн особая точка алгебранческой крииой лежнт ни на- 
чале, то для получення ураннений касательных и этой 
точке достаточно ирнраниять иулю груииу членои низшей 
стенеёни и ураинении данной крииой. 

Для определения уранненнй касательных и особой точке 
не лежащей и начале координат необходимо иредиарн- 
тельно иеренести систему координат в ту точку н наинсан 
ураиненне крниой и ноиой системе ностунать так, как 
было указано ныше. 

У трансцендентных криных кроме указанных, ин- 
дои особых точек сущестнуют н другне ииды, как наири- 
мер 

1) точки прекращення—точкя и, которых крниая 
обрынаелря. Онн характеризуются тем, что достаточно 
малая окружность, оинсанная из такой точки, как из цен- 
тра иересекает данную крниую только и одной точке; 

2) углоные точкн и которых ирекрашаются дие 
нетин крииой, каждая из которых нмеет и зтой точке свою 
касательную. 

Указать общий ирнем для нахождения особых точек 
трансцендентных криных нельзя. Для каждой криной ирн- 
ходнтся с зтой целью иронодить сиецинальное нс- 
следоиание ее ураннения (см. иримеры). 

Для определения днойных точек у крниой, заданной и 
иараметрической форме ураиненнямн. 


тх==9() 


у-$() 
достаточно найти. 

1) такне два зиачення & ин & параметра, ирн которых 
хиу нмеют одинавоные значения и зто удастся, то 
точка М (хи, у!), где. 

х1=$Ф(4)=9(6) н у,=9()=4(6), 
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Обыюя сиомо изследозокия 


будет диойной точкой данной крниой. Оченндно, для’ 
нахождения такой точки надо решить систему. 


(6) =9(%) 
$ (4) =) 
илн: 


и т такое значение & параметра ирн котором 
сли это удастся, то точка М (хь, у!) где х,=9(6) к 
у=$(&) будет точкой иозирата данной криной. 


8. Определение дополнительных точек. 


Кроме характерных точек, к которым относятся исе 
ныше рассмотренные точки криной, и некоторых случаях 
бынает полезно оиределить ряд дополнительных точек 
изучаемой криной с целью более точного иосироизиедения 
этой крииой на чертеже, 

Точки зтн можно определить даная некоторые ироиз- 
польные значения одному из иеременных и иычисляя зна- 
чение соотиетстиующее другому иеременному низ ураине- 
ния крииой носле иодстаноики и него значения данного 
иериому переменному. 

Но во многих случаях такая иодстаноика ириинодит к 
трудпо решаемому ураиненню, иозтому иозникает иоирос 
о иахожденнн доиолнительных точек ниымн сиособами. 
Укажем некоторые из них: 

1) Если криная ироходит через начало координат, то 
доиолнительные точки иыгодно нскать как точки иересе- 
чения ирямых у=тх, соотиетстиующих различным значе- 
ниям т с данной криной. 

Так как одна иэ зтих точек лежит и начале, то уран- 
нение, которое иолучится носле иодстаики неличины тх 
иместо у‘ка, обязательно будет иметь корень х, ==0, но зная 
один из корней ураинения можио исегда ионизнть его 
стенену, если оно является алгебранческим, н ирийти, та- 
ким образом, наиример, от кубического ураннеиня к киад- 
ратному. Если начало яиляется диойной точкой, то и уран- 
ненин, полученном носле иодстанонкн тх ныесто у два 
корня будут раины нулю, а зто иозиолит снизить стенень 
зтого ураинения на 2 единицы. 

Такны образом, если алгебранческая крииая и-го ио- 
рядка нмеет и иачале днойную точку, то прямая у=шх 
будет пересекать зту крниую кроме иачала и точках, абс- 
циссы которых найдутся из ураинения и—2-ой стененю 
относительно х-са. 


Фбщея схойо ибеледовниия 


2) Иногда бывает иолезно ири нахожденни доиолни- 
тельных точек леную часть уравнения данной крниой раз- 
онзь на слааемые 

#(х, у) =Ф(х, у) + ф(х, у). 

Значение х-са и у-ка, обращающее и ноль каждое из 
зтнх слагаемых, очеиндир, обратят и ноль ни # (х, у) и сле- 
донательно будут удовлетиорять ураиненню данной криной. 

Но зти значения удонлетиоряя одновремеино ураинениям 
ф(х, у) =0 и ф(х, у)=0 оченидио являются точками иере- 
сечения крнишх соотиетстиующих этим ураиненням. 

Вели зтн крииые достаточно иросты, то построив нх, 
мы получим иа чертеже дополнительные точки крииой 
те а как точки пересечения крниых: ф(х, у)=0 и 

{х, у) =0. 

Снособ зтот оказынается 0с0бо ныгодным, если каждое 
из слагаемых удастся разложить на множители, 

Так, если. 

+(х, у)==% (х, у). (х, у) 


(а, у)= $ (, у).$а (х, У), 


то дополнительные тфчки нашей криной Е(х, у}=0 будут 
точкамн пересечения следующих иар крниых’ 


фи(х, у)==0 фи (х, у)=0 фах, у)=0 — ча(х, у)=0 
фи (х, у)=0 (<, у)=0 — Чи(х, у)=о0 — фбьу)=0 
Каждая из этих исиомогательных крииых может ока- 


заться достаточно удобной для ностроения, благодаря не- 
хложности ее ураинения. 


|. ИССЛЕДОВАНИЕ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
КРИВЫХ 


1. Фермуяяр иривей: хуг=х’—1 (.трезубец Ньютова“) 


8—2 
у, 28—2=0 х=1 


При х=1 у’=0 х мешает зак с — ша --, следова- 
тельзо х точке (1, 0)—перегиб с вмтуклости ва ог. 
вутость. 


23 -3у—1=0; х=@-—вссимотота | осв у-се. 
Ассныптот параллельных осы 3-09— нет. 


Представне уравневие х виде: у=;*— х =у— х ‚ эа- 


мечаем, что Ши (у—У) = Ми "-т) =0, следов. 
Х Гас 


тельзо кривая имеет криволинейную ассимототу: у=а?- 


| 
| | Ив, у) = алу—1 | 
7 Особые -- =31-у, { 34'-у-0 — Уравщеная ше вмеют 
—х=0 общих коршей, след-но 
С. ыя особых точек у кривой 
ду=—*, х—ху—1-.0 мет. 


Сыотрите черт 238. 300 


2. Формуляр нривой: уе 1 =х (.Агвивея”) 


Симметрии относительно осей нет, но в 3-м коора, 
1 Симметрия угау кривая расположена так же, как в 1+0м. 
П 


ы еек __х_ | |-- © ® - +54 бесмовечные 
перемен | Уют эти! 
вых У о о 

3. Пересече- ай 


вие с осями Кривгя проходет через начало 


1-2 =0 х=т = 


При х =1 у’=0 и мевяет звак с--ва— ‚ следователью 
4. Вершины в точке (>) — перш Ума 


При х --—1у'=0 и мемяет знак с—на-|-, следовательно 
1 
В 109же (-.- >) — вера. ужа 


у" = ее ь 2х:—би-=0; х=0; :=У3, „—=-У3 


При х =0 у” —=0 и меняет звак с -- на— ‚, след во х 
точке (0,0) — перегиб с вогхутости ва выпуклость. 


РОН При х-- УЗ у*-=0 в мевжет мак с—па+-, сеел-но 
региба 


з ие (У з, Ра — перегиб с вывуклоста ва 


вогнутость 
Подобно отому в точке (- Уз ‚-) — пере- 
гиб с выпуклости ва зосгяутость. 
Три точки перегиба лежат ва одвой прямой. 
ху — ху = © 
$. А Ассимптота: у =0 

Параалельных оси у-ов нет. Ндкдонных также вет. 


| тоду-кт+у-в 


9. бллбала | [11 № ( =_ . ^ 
;. а — ку — 1=3 
ит”! Общих коршей вет, 


2 -{1=0 след-мо особых то- 
— = 11 у +1 =х чек у крхоой шет. 


зи Смотрите черт 290. 


3 Пересече- | Ось х-ов в точе(— 1,0) 
внес осями Ось у-ов ве пересекает. 


4. Вершины Прх х=—2 у’=0 и меняет знак с — на -- , саед-во 


‚ ® точке (-*—+)- — 9рш. ужа 
ЗЕ у’ = 

$ Толих Пон гы у’ =0 и меняет эйзк с — ма -|--, след-во 
перегиба 


= мч (-%- 5 — перегиб с выпузммости ва 


зогнутость 


8у—х—1=0 
©. дссиматоты| Кривая имеет эссяметоты: х-0 и у=0 


Наклонных зссхматот нет 


ГУТ 
5—9 


А | 


4. Формуляр кривой; уз(х—1)-=х* (ьтрехсторон. гнаербола") 


Е 
= уве ч7“ *72 
При х‚ =© У’ = › саван: (0,0)—особая точка! 


3 
4. Вершины При х;= = х меняет звак с — на-|- , след-но в 
точке (+273 ) — очрш. Ува В сизу свымет- 


рии кривой, в точке (2-2, 3) бухет вер- 
шиза ужех. 


р 3 
5. Течии 7 "07а = 
20р6гиб® | И; вырашения у” вепосреаственно видно, что кривая 

ие имесг точек перегиба. 
НХ — 0—9 =0 ии (| х)у=0 
. ©. х= В — эссимитота ИП осн у-ов. 
Асснымптот Ц оси х-ов вет. 
(шх-- 5); — № (к 5 =0 


1 
То ваклоя. У=:+- 


— т + м2 =0Ъ==— ь 
+ $ | выр асс-ты: ув 


зи у При х=0 н у=оО ныеем 
Е. | =. \*_ 2 М _ 
| ть 5Я\2,ду] —дкз ду? 
9 Особые 
—= — 9еч в 
о 01? ы врат .. оу ых 0. 
9“ 
в —- м 
‚РЯ 
д1ду ны 


З 
: 


$. фермуляр иризой: ух(х—1)=1 


1. Симметрия Нет 


2 Иитерега р Я —о...0...1...Ноо 
вй 19| ©.. .=00..20. .0 


| с 1—2 ии 
° ар’ _ 2 


4. Вершины При ‚= у’=0 и мешает залк © 4 ва— , след-во 


. _ 2-6 -2. 
5 Точки У = а, 
перегиба 


т числителя — числа манмые. слелд-во точек вере- 
у кривой мет. 


у —у=0 
Система: зе не имеет решевий, | 


6. Формуяяр иризой: ук=х-+1 
3. Саиметрия Оттосительно оси х-ов 


Межау х = —1 и х=0 кривая це существует. 


3. Пересоче. | Ось хюв к зояже (— 1,0) 
инос осями| Ось у-ов ме пересекает. 


ЗУз+0 


4х +3 
2 за+0 ат. 


При =“ у” =0, молота (- 5) лежкт в 


области, где криззя ме существует, след-но точек пе. | 
региба нет. 


свед-но особых точек у кривой иет. 


7. Формуляр иривой: уз —=х:(х—1) 


Отвосительно оси х-ов 


=| — ..0 1 4ю 
== Иа 
у! 202 © 0. ею 


Бесконечные ветви! Между х =0О и х==1 кривая пе 
существует. 
Ось х-ов в точках (0,0) и (1.0) 
Ось узов не кересекает, 
43 — 3х р 
— У хщ-| 


Пра х.=0 у’= ее ‚ след-шо ь мачале— особая 


При „=“ у’=0, во к точке (--.. у) кривая 


ет Т о эерщия у кривой нет 
. х=1 со 6 а тоже 0.0) права ные 
секает ось х-08 Под прямым углом 


ЕВЕ 
у" = _ 88—15 -+3) : 82 — 12х-3=0, 


4 
При и ИЗ 


(=> ‚1 з) следует ожидать перегибы 
Зри = в. Е. у" -=0, но в точке (=. у) 


| Кивая не существует 


у” =0, слел-шо в точках 


$. Формуляр иривой: ух: =х:—1 
8. Симметрия Относительно оси х-0е 


= — хих+= — 1, 
кривая ие сушествует. 


Бесконечные ветои. 
а также между х = 0 и х= 


$. Пофосече- | Ось х-ов к точках (= 1,0) 
16 с осями] Ось у-о8 ше пересекает 


МЕ — ПА 
При х; =И 3 у’ =0 имешает знак с +-ва—, слея-по 
в точке (У 3, 0,6) - верш. ушлк. к сиу спыметреи 
кривой к точке (У 3, - 0.6) — зерш, уж. 

При 1; = -ИУЗ3 у’=0, по цривая к точке (-У 3,у) 


ще существует. Т. к. при Х == 21 у’-= <, 10 06 Х-08 
кривая пересекает под прямым углом 


350 — 22х83 -- 15 
ге чу 


х —- — = — = 2-й = 


‚ 3“ — 20 +15=0 


При =-щ у’ =Фи ин д 2-9" = озбедчю 
Е 5 1 3 
и (- 10 10) (2. = ) А 


$. Точки 


| 


оч (о у) я (-2>. у, ) кривая не суше 


3. Фермуяяр иризой: у(х'-\!) —х: =0 


‚== +4 > = = у 
паи ‚7+ =0 в=6 м У: 
Пра х; =0 у’=0 я мезжет эмак с — пе -{-, след 
® точие (0,0) верш. ужа 


3 
При „=у 2 у’=жо имевяет знак с -|- @& —, слея-во 


в точь (У 2. 0,5) — верш. ужа 


‚ „28-2 
ы 9+1) 


ж Щ 19 Т. ©. в точках (0,6; 03) и (1,9; 0,5) следум 
ожидать перегибы 


‚ 2%-Мю--2=0 12056; 


мую у=0 
о | — эссиматоты язраллельные ‚осям. 


Нажлонных ассиматот нет 


| Зву — 2х =0 
3. Особые ея х-+-1=0 ие ящест решомий, 
| уе+0-ю=0 


след-мо особых точек у кривой шет 


Смотрите черт. 246. зп 


10. Формуляр имризой: узхз = к: -- 1 
1. Смиетрия Относительно осей х-ов и у-ев. 


2. Иитерзал 
нэмевея 
пеоремен- 
ных 


у= = 


Бесконечные ветен. Между х= —Т1их-={ 
кривач не существует. 


К Пересече- Ось х-ов в рочках (= 1,0) 
нес осями || Ось у-ов пе пересекает. 


1 
ужа 


Из ния у’ мепосредствению втдно, что вершии у 
кр нет, 


При х= 1 у’ =, след-во осьх-0в кривая пересе- 
кает под прамым утлом. 


У’ = 


о: а | я 
У > ви, м 3 3 


Т. к. корян у” — числа мвимые, то очевнаию, точек 
перетиба у кривой вет. 


у — хз -- 1 =0; 
6. Ассомитоты| У=1 ассимототы параллельные осям 


уж) - 


Наклонных асс-т нет. 


Система 28 у=0 ще ныеет решений, 


89 Смотрите черт 247. 


31. Формуляр кривой (у—к’)-=к 
1 Слтрия Нат. 
- 1 


2 Иитервал 
измешения | У=-2(3 Ух) 
перемеи- Е 
их Бесконечные зетеи. Межау х-= —с0 и х=0 
кривая не существует 


3. В че- | Ось х-ов в точках (0.0) и (1.0 
и рва бен ео 


= 


о | узы ау х , = ау х = 6; 


| 
х! = 0; мы 


При х; =0 у’=0, но евеза от точкм (0,0) кривая не 
4 Вершины | сУществует, я (0,0) пе может вершиной. 


Пры хаб У" =2+ х У х =@,воэвакане мевяет 
При х = ых У х-=Фи меняет звак 


с-+на—, следно в точёе (2%. ол) - серы ушах 


1$ _„— 64 
== И Ех 


При 1 2+ х = 0, но знака не мецяет 


перегиба Пома у" =2- У Х = 0 и меняет эвак с -- 


225 

64 
#2 —, след-но в точке (5. у) — перетиб с вогнуто- 
сти на вывуклость 


у — 22у4+н-— к =0 
Ассиыптот нет 


44128 — 202 =0 


9 =0 
9“ 5 у 
ду? 3 09а д 
м Т.о д=(» =: == 
3, Особые —— =4к=0 даду ди? з 
| зочия дхду | =8 ао 
{ салежыь & ваще млад.  олама олаелета 2 зегзтольной 


ее 2.0 ния рам +и = ей < и при 
-мия у=х. | следует, 

а ря Аля довх и, но о атаком случае, близи 

пачала обе ветви лежат по ©. сторову осн Х-0в и, 

слех-во, начало озеяется точк 


12. Формуляр нривой;: ау: =х(х:—а?)*) („Мьютовова 
колокольчиковидная нарабола“.) 


|. Симметрия Относительно осн х-ов 


чых Между х = — со в х= -— 8, этакжемежду х =0 и х= 
кривая ше существует 
3. Пересече- | о 50) 
ние с осями! Ось у-08 — в Иа 
1 
Зкз — в? уз 
= — а = А Зы 
У кр 2ау ‚ 32 а 6; ж 9 , 


При и у во $ точке (=. у) 


кризая не существует. т 
4 Вершивы | При и у’=0 и 1: >0 меню 


р 5 
силу симметрии кривой в точке (-= Е у ю 
— Ерш Уюшю 

При х=в У’=о0, слеа-но в точке (а, 0) кривае пер- 
пемдикузярна к оси ‘ов 


— 6х, 0, — 25 
У-ише тесснашы |0, 2з, 2ау = 0 илмы Зак? +. 
— 2, 28, — 2х 
+ З5у? — а? =0 а, 
—22= 
$ Точки Решая систему; ры Вт : вазодны 
ее |= ина: У 2+УЗ.УТ 
у 


| Т.о кривая ныеет дое точии перетиба 


#3. Формуляр иривой: у’— хе -|- Зах: —0 (а> 0) 


Пересече- | СЕ о В почвах (00) н (32.0) 
вне с осями Ось у-06в в начале 


3 
[у=-* а $ 3х? + бах =0; х, = 0; х. = 28 


При х, =0© у- о, меню начало — 0собав точка 

4. Вершияы | При х, =2а у’=Он меняет звак с — ма +, слел-но 
у — 

в точке (+-.и 4 ты увия 


При х =3а у’=ою, след-во в точве (За, 0) кривзв 
перпенанкуяпрна к оси х.о8 


У-вие тессизгвы ху =0 


ы персов Решая систему { На ы о Наловим точку 


перетиба (За, 0) 
Ассимитот параллельных осям нет 


3 =0 
$ Ассиматоты Е Ая : © 


м=1 $ =-—в 
Т о ныеется наклоннае ассиматота: у=х— в 


| 
8: 
инт. 


Т о. Д =0, след-но в начале кривав имеет точку 
возврата с касательвыми 12=0 


Смотрите черт 250 383. 


14. Формуляр привей х— ах: — ау" -.0 > 0) 
1 Симметрия Относительно оси х-ов 


вых Бескойечиие . Межау х = — < их =а 
кривая не существует 


Ось 1-08 © тозкат. (0:0) п (#0) ы 
нечале 


3. Пересече- 
Ось у-08 в 


чмо с осями 


32° — 2ах 
у’=- а 35 — 2х =0; ж=0; х=-- 
При х, =0 р декаю в мена оао 


© 

4 Вершины 28 2а 

При „=> у’ =0, но в точке (=. у) кризав не 
существует 


Т. к. пр х=а Уу’=о0, то, очевидно, кривез пересе- 
кает ось х-08 Под прямым утлом 


У-вие тесснаны: Зху? — 1? = 0 


5 Точыи Решая систему: { Щи вы ‚ паходнм дос 
ворогиба 


точки перегиба 5: ву 5. ) и (>:- 4 


—- 


$ достиатоть| Ассиматот нет 


94 
Е И 
2. ЗЕ” 
р Особые | д 7“ | 
точия дя 
за —° 
Т. к Ад=0—(-2) (- 2) =—4<0, товшчале 
кборд:т кривая имеет изолированную точку 


382 Смотрите черт 251. 


1$. Формуляр иривой: ж -- ху: — ау =0 (@>0) 
| Самыотрия | Не 


ино с осями 


__ 42453 ро  *” 
— 3ау: — 3Ззуз ма во 43 
Е - 


Вары а. 
Г < ме (3:- ЗУ: ) - = 
шов? узы 
При х=Фну=0 у-ъ . свед-мо в мачале осо- 
бая точка 
Совместиое решение у-ний тессизны и криеой дает 
$ Точки 


о габа кории х =Фиу-=0, но начало волестсф особой точ- 
кой, как это уже было замечено выше 


ит 
х _6 = 
о не 


©. Ассимитоты| т= —1; = ы 


16. Формуяяр иривой: х’— ах: -|- ау" =0 (а> 0) 


а 5-08 и бах © я (2.0) 
Ось у-0 и ва 


413 — 3823 Зе 
= -—_—-—-_— з.—_ = =: ПР 
| у Зау? ‚ 42 — 3012 =0; х, —=0; ж. 4 


Пры я: =0 у’= <, слел-шо в вачале особая точка, 


При х. = ы.вут у’ = Ом т.к, прю этом: 


й ', >> 0, то в точке: (=. ЗУ 2-е Утах 


— 


У-вие гессмашы: 2лу8 — пу -{- вл? =0. 
Решия систему: 23у'— муз а =0° находим 10ч- 


воляется тройной точкой с касательвыми: 
уз=© (.лочки свлюевиости“), 


17. Формуляр кривой: х’-— эх: -|- ау: =© (а>> 0) 


| 1 Симметрия Относительно оси х-ов. 


2 Интервал а а—х 
изменения | У= 2 Х | Е 
перемен. 
мых Бескопечные оетом Между х =аи х == -{- оо кривая 

не сушестоует 


3 Пересече- | Ось х-ов о точках (0,0) п (8.0) 
ные с осями| Ось у-ов— вначале 


| р 3=8 —2з= Е 6. 2 


При х, =0 у => ‚ слех-но о начале особая точка 


Прил = А ну= 22у 3_ УЗ у-он тк пры этом 


4 Верщнвы 5 у 
: 22 2Уу3\_ 
Г. т >09, тов точке (= 23.) герш. Утах, 
в силу симметрии в точке (2 ; эт) —верш уз: 
При х=а у’ = со, след-но в точке (20) кривая пер- 
пенанкулерна к осн х-00. 
бх—2а, © ‚—2ах 

У-пие гесснапы о. 2, 28%9у| =0, 

$ Точки —2ах , 2ау, © 

перегиба 


решая его совмество с у-минем кривой, заметим, что 
корин свстемы — числа минмые, след-но точек переги- 
ба у крноой пет 


$ Аиеаны Асспмптот инет 


7 Особые 
точен 


Ткл=Ф- (- 22) (2з) = 422 > 0, то вначале—авой- 
ная точка (, узел“) с кэсательлыми у=хну=-—х 


Смотрите черт 254 385 


18. Формуляр нривой: х‘— ахгу {- ауз = © (а > 0) 
1. Симметрия | Отаосительно оси у-ов. 


3. 
вес оскыи | ТОлько в начале 
| и 45: — Заху 
— в + 809’ 
48 —2зху =0 — в 
| ‹ ние ца 
Из 1-ой системы вахолим: (= ть —верш у. 
ры Из 2-Й системы (+: из. г) — сер. ли 


"в (-еьуз. + в.) — поры. зы. 


© 
При хж0 у=0 “=. слдед-во в шачале — осо 


Т. о. в начале кооря-т кривая имеет тройную точку с 
касательными. у = 0 и у= 3-х. 


| 
1 
2. Иптервал 
изменения | у == У = 
неремен- 
и Между х = — о нх-== — в, а также между х=-а 


м х-== + 00 кривав ие существует. Кривая замкнута. 


3. ы 
ея Только в начале. 


453 — 2ауз =0 4уз — 4аху =© 
{ ув 2алуа = 0 балу =0 


ны Из 1-ой системы ватодны (5 3:= ЕЯ 3.) 


вершины у-о, в из 20й системы 


У, =У .)- зершизы х-ов 


Точек перегиба вет. 


о Ир писи жшне прижииик 


$. Ассимитоты! Ассимитот пет. 


Т. кооря-т иривая имеет тройшую точку с 
лы. у = О или х=0 и у'=0. 


20. Формуляр кривой: х‘— а2х: -|- а2у: =© («> 0) 


1 Симметрия Относительно осей х-ов и у-ов 


2 Интервал — 
едет у= = > у"-—2 | 
перемен» 
вых 
Криваи замкнута! 
3 Пересече- | Ось х-08 в точках (0,0) м (+ 2,0) 
ние с осямн! Ось у-ов— вначале 
| а Чи Эах-0; кабина 2 
бк 2азу , те и = х = - 


Пры х, =Оу, =0 м 2 -0 › СИел-но змачале особаи точк 
Пры на? и у’=© мт к пр 
4 Вершимы | этом [м г, > 0, то в точках (= Уз 2 ‚)-нош Упзах 
Пры ж; = = -# Е 


ыы уу -=0 


ь | Е <0, след-но в тачках 


хх у 


и - 3) — ее. р 
Подобно к нахолам вершины х-08 {+ а,0). 
При х= = а У’ =с0, след но в точках {= 2,0) кры- 
вая нерневдикулириа см х-08 


$ Точии На осмовамии исследований зо 1-мум 4-му нувктам 
перегиба заключаем, что з пачале холжен быть двойной перегиб 


жж —.- 


6 ны Ассимитот мет, 
1 


инь пприаиииииииниь р сие сьеные чичььь 


|2 
= 2х = 2а = не 
Я 
[= 
7 Особые ду 
точки 
9 _о 
р. 4 


Т к нры этом Д=0-— (-- 283) 283 = 423 >> 0, то з цача- 
я 


| е криваи имеет узловую точку скасательными у = Ех 


308 Смотрите черт. 257, 


21. Формуляр нривой: х‘-|- у‘ — 6у:-1- 8х2у =0. 


1 Симметрия 


Относительно оси у-ов 


х = = У — 4у= УИ у) (2+ 
2 Интервал | Приз о воем У) @--) бы 
изменения | больше пуаи, что возможно лишь при у >> — 2 
а При у>>0 необходимо, чтобы 4у было меньше 
{у У8—у) @+У), что зозможно лишь при у < 6 
© мнтерезя измененыя у замквут —2<у<6 


$ Пересече- | Ось х-ов в пачаяе 
ниес осями| Ось у-ов в точках (0,0) и (0,6) 


г 43 - 161 
У = — дз 18уз Ч ° . 
4+ бу = 0 =0 чи 2. х.=3:4у2 
[ее бурая уе 9 го ;уз=б; Уз=8; у=-2 
Прих,=0м у. =0у’= =, слел-по-вначане-особаи точка 


Пры х, =О му, =бу’ и. $ >0, след-но в точ 
4 Вершины | ке (©,6) — всрш. ушах 

Пры х, = =4У` 2 ну, =8 у’ =0, по крывзая в точ- 

ке (=4И 2. 8) ве сушествует 


Пры м==4У 2 ву=-—2 у =0 ь!. ', < ©, 
слел-но точке (+4) 2. 2) — зерш у 
Вершины х 08 вайлем из системы. { 4у3—1 9+ 8х2=0 

м—у‘—6 но 
которая приводит к полному у-иню третье 
сительно у-ка 


5. Точки 


перегаба Точек перегиба нет 


6 Ассимитоты| Ассиматот вет 
1 


Гм 
1 
—— = =0 
| Ре а = 
|= 
пу -о 
7. Особые ду: ? ты 
точия 2% 
—— =16х =0 


1х =0 
Т о шачалю является тройной узловой точкой кризой 
с касательными. у=0 в 2Ж-У 3 у=о 


Смотрите черт. 258 3 


22. Формуляр прибой: х‘—2ауз—Зазу1—2а2х2-|-21—0 (а>0) 


3. Самметрия Отиосвтельно дон у-ов. 

2. Интервал | АВЕ у [- —с. = 
изменения |. =у. а2=у Ув: +32) | > к 
поремен- = | Е: 
вых 


бесконечные ветвя 
2 | Ось х-0$ в точках; (= в,0) 


` внес ост Ось у-ев в точках: (0,— а) и (0, =) 


, 4? — 4х 4х8—4а2х-=0 
у=- —бзуз—базу ' 21—2291— 3229—2128 =0 
2—0; х3=0; =; .=—а — 
| 


ув узо, ув; = 
> 
При х,=О му, =0 у’=——, след-во виачале—ообля точка 
При х.=0` и в итк при этом 
5х «Г >09, то в точке: (°. + ) — ершина утих. 


© 
Прих=-аяу, =0у’= 9. слеячю (2а.0)—особая точка. 
ты При х= +1 и „=-> у' =0, ит. к. при этом 
Г О < 0, то в точках (5-е Уши. 
ечеоо у:=0 ‚уз=—а 
х‘ —2ауз—383уз— 22х40 ху ва, к сгаУ 2; =0 
Прих:=:5а в у;=0у’=——, сяед-но (=а,0)—особая точка. 
Приз У 3 в: у’=0,ит.к при этом 
ть >0, тов точке {У ,—2) -верш Хель в сн 


зу ое. кривой з точке (—а 2, —а)—верш. вы 
При хз = 0 в уз = — а у’ = 0: следозательно точ- 
ка (0,—а) является особой. 


ы РИ Точек перегиба нет. 


6. Лссвмптоты| Ассимитот нет. 


| р 1 2-®. 9% ем Г. 9и_ РЗ 

7 оебыю | ор И 4 оу т ба = 
точки В 4-оы пункте зыявлено, что особые точки че (2,0), 
пан. м (0,—я). Дяя всех этих точек Д`>0, след-но 


все эти точки явлеются узловыми. 


23, Формуяяр привой: х‘—у‘—4акгу-=0 (.скифонда”) (а>0) 


Относительво оси у-ов. 


х= = У2вуху 18 У 


Бесковечвые ветеи 


4 Вершевы 


. 428 — 8алу | 
— 4уз — 482 °' 
4х3 — 8алу = 0 { 4; — 40 =0 


4 — у‘ — 4ау =0 [24 — у“ — 42539 =0 


| Корин той м другой системы мнимы, след-во кривая 
| же мыеет вершин. 


Пры х=0 в у=о у’=-- , сено вмачаяе осо. 


бая точка 


У-ние гесснаны —х— 4у*+-- 209 =0 


$ Точка 
перегяба 


6. Ассимототы 


Решая систему { р ры ваходым две 


точки перегиба (=>»У т ‚ 2а уз) 


Ассиматот параллельных коорд-м осям цет 
26 — (тх -- Б)‹ — 42 (шх +6) =0 
1-21 =0; — — 4ат =0 


№ = 21 =-—а 
Т. о. кривзя имеет взкдояные эссимптоты: у = =х—я 


1х =©0 
Т. о. начало является тройной точкой с касательными 
2=0ну=о 


24. Формуляр кривой: хуг—а(х--уу-=0 зы К. 
рее 


| 1. Симметрия | Нег 


2 Интерваа эхх Из 
изменения | У= о (< а) 
пеоремец- 
вых 

Кривая сущестоует только пры х >> 0. При х=а--разрыв 


Ось Х-оё 0 точые (©0.0), также в ось у-о8 
3 Пересече- а 
ине я Прямую х-а кривая пересекает в точке (.- 3) 


у?— 2ах — 2зу 
25у — 2х — 2ау' 
3 2ах — 2ак — 22 =0 2ж=0; ю=4а 
| а у ао у=0; У, 
‚© 
4 Вершивы При х, =0 и у=о у о. - слев-во оначале-— 


особая точка 
Пры х. = 4а ну; =4а у’ =Оютк ори этом 


и 


5х и < %, то в точие (4а, 4а) — оефш. ут. 


$ Точин 


перегиба Точек перегиба пет 


6. Ассимптоты| Одна асоимптота х=а 


дх 

д — Фе _. 94 = __ Эа 

7. Особые Ре ВЫ 
точки р 

2 =. 2у ИВ 28 =. -2а 


к Л = 442 — 4а =0, то вначале точка возерата 
касательной у =--х 


25. Формуляр нривой: х‘— ах: -|- 529: =0 (а> 0) 
(„пери ма" } %>о 


1 Сомметрия Относительно оси х-ов 


2 Интервал тории —©ю Фа 
изменения | у = = хУуз@а-я) ых 
перемен. ь у| оо 


кривая замкнута и лежит в области О<х<а 


Ось х-0в в сы (0,0) и (2,0) 
Ось у-ов—вначая 


гы < - 


| 413 — За? =0 х=0; х.= в 
= 


к — адз + 62у:-=0 уз=0; у» = => 


о 
При ж; =О ну, =0 у’ =) , 16-00 ошачале—оср- 
4 Вершины | бя точка 
За 32 УЗ, 
Прь = и, У = У = 0, мтикооры этом 


« эс За Заз" 3 
А 1, >0, 10 0 точке 5 з)_ верш Утах, 


3 _ 32 УЗ \_ 
<’ 166 _ я 


фи х=ау=0 у’: со, след-но ось х-ев кривая 
пересекает поз орямым углом 


У-оме гесснаны меч ое + чих то 
ху" — у о х 
$ Точки Решая систему | № — аю + 5—0 
перегяба находим лве точки оерегиба с 
2х: —_ 8 4— и 
(-. = Ув.) ‚ меж =-, 3-ИЗ) 


6 дссиматоты| Ассимптот оет 


= 0, то омачале ыривая имеет точку возвра- 
эс орлы уг =о ее ы ы 


Бесконечвые 
ветви. 2 


. ч2р2$2>- 
ние с осями 


{ уфе 7 =0 12=2% 
ук — в — 6уз=0 у=0 уз==2У 35. 
Есам в6 > 0, Ува ж = № ву, =2 УёЬХ = 0, итк. 


Вершивы | ори этом г" + > 0, то 4 точке (25.235 — верш. ую. 
в сизу Не и о точые 


> 


в 2Узь)) — верш у 
Веды в < 0, 10 верим у т иривой нет 


При х; = 0 у’ = >, след-мо оначеле— особая точка. 


У-ние гессваоы т — 26ху? — ал3 - а6хз =0 


— 2—0 
Решая систему {° ое нога Е ‚ вайдем: 
5. Точки 


перегиба | х=46 ну== уз За6. Очевидно, ори 26 >> 0 кри. 


вая, будет иметь зе. точин оерегиба, орн вЬ << 0 точек 
оерегиба не буост. 


ит 
| $®—{ З-\ й_\ — Г. 


\— э9;у ‹—&5; = 38 


пфы 26 > 0 вывчале изолированиая точка, а ори 


о 
аь < © ввачале узел с касательвыме ах?--Бу2—0. 


883 Смотрите черт. 263. 


27. Формуяяр нривой: (хх-- уз): = азхз -|- Бзу: 
„подэра эллипса“) 
Отвосотельно осей х-ов и у-0е. 


®/: 


РЗ ИИ СЧИИИ-У  ише--рии—1 
у== У рабу бий 2-28 бы бий М ХЗ р 


ве в. ре — (у? — 3) = УТ 24 — 4(32—53) уз 
рен | == / 2-Е УНЕЩИТВУ: 


в Ти нытервал во х.су в у-ку ограничен, то кривая зам 
$. Пересече- | Ось х-ов в точках (0.0) н (= 2,0) 
мие сосамя| Ось у-ов в точках (0,0) в 05) 
‚__ 48-4392 — 25, 413 + 4куз — 455% =0 
р Акзу + 4у?-- 2599 (хз уз = аз | у? 
9; №=0; д=+- у #29 
рае ВЕТ ыы 


НЕЕ 
| ПР у 
Прних,-=0 оу, =0 у’ =, слово эвачале-особая точка 


При х,=0 и уз=6 у’=0, вт орм этом < о, ов 
точые (0,6) ве зш, В Ссизу свмметрио в точке 
4 Вершмеы | (0—5) Аа у : 

к свмметрии криаой следует также, что в точках 
(хе уз) ори уз->0 будут вершмоы ушах. В офы уз < 0 
— вери} Узю Притом, еслы Ь2 < 22 263, эти верши- 

пы: будут мвимымв 
+4 3 — 252у =0 х, =0; х==а 
у же уж = 0, 


в азуыи И "ы-м 

После исслелования устанаеливаем, что в точке (а, 0)— 

вер Хиал, 2 В точке (—2.0) — верш. хеш, в точках 

(кз. Уз), при хз > 0 — вершина тих, 8 при хз <0— 

вера! Хи, 80, очеввано, эти вершиоы при 2<62< 22? 
окажутся минмымы 


= а ® 22—62 
вы У-мие гессваны у= = >: —25’ Рая это 


дерегиба у-иие совместно с у-имем иривой, пэйдем 4 точки верег! 
При > < < 72 оерегибов не будет 


6 Ассимитоты| Аесяматот нет 


‚ 9 
| = 1252 + 4у2 — 222 = — 2? 
2 ^х = © 


дх 
у=0 
Т =0—4а265*<0, 
3. Особые | зе = у 26 =— 92 ыы всегаа у 
{ точки ду? х 20 кризой будет изоди- 
р 7=® — рованная точка 
| 
—<— =алу = 
| дхду [12% 
_—_—_—ЮЬ.._—_—ощ——//А/А/С—/Заы— 


28. Формуляр чривой: му: = ах‘ —х @>0 


олени зенита жж титр реник ориентира Звери ЕЕВС 
1 Симметрия | Относительно осей х-00 м у-00 
—— аа 
—а Фе. 


3 Пересече. | Ось х-00 © точках чках (00) м (= 2,0) 
внес осямн| Ось у-ов— обачале 


Е | меча: 


При х, =Ому, =оу’= ыы о *с^еА-ов, опачале-особая точка. 


Прижнх 2.6 в у’=0н, тк 
ори этом #*1 ана 


м у: = 
4. Вершины 8 У5 р +)- 
ж у 
верш Утьх., © свлу сныметрин я в ие 
(+ = И ы Утю 
{ =0 8 =а 
2%? = ах — хе у, = 0 у =0 
При х, =аму, =0 у’=0н у ы > 0, след-но в точ- 
ке (2,0) оерш Хак, © сулу симметрии кривой в точке 


{20 - 0ер!. Лю 


я к 
$. Точки шая систему $ 2; у |= 
перегиба [о ве 8ачу, 24у 


найдем четыре точки дерегибё 


6. Ассимптоты| Ассимптот нет 


29. Формуляр кривой: (хг--у?)у:=азх? (.каппа“) (а>0) 


1 Симметрия 


Оттосительов осей х-вои у-00 


2 Интервал 

изменения | Х= 

перемен- 

вых 

Бесионечные оетом Разрыо 

$ Пересече- 

ине с осями Только вначале 

| Ре 

4 Вершины Вершим нет 


$ Точии Виачеле дввйьвй перегиб 


оерегиба | 
| 


6 Асеимотвты| Две асснматвты х= а 


|= 
= 2? — 2а2 -- — 233 
| дх 2—2 1у я 
94 
бу = 12у2 + 2х2 о 
7 Особые | а у 
течин РИ 4—0 
| | ду и 
у=0 


Т к А=0, тв выачале криевзя мыеет точыу возврата 
© касательными х2= 0, © снлу симметрию криовй эта 
гочыа будет твчивй самоорикосивоения 


Смвтрыте черт 266 393 


3. ИССЛЕДОВАНИЕ 
ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ 
КРИВЫХ 


30. Формуляр кривой: у = хх 


|] а ООО ООО Нет а ООО ОИ 
ИР ЕЕЕ. 
2 Интервал 

изменения 

перемен- 

ных [| 

= = 6х = -— = 
Сы - Нт 3х = т ртр ит (— х) =0 

3$ Пересече- | Ось л-оя я точках (0, 0) и (1, 0) 

нае с осяия| Ось у-оя-— вначале 


=1-4 6х; 1-41 =0; х=е =. 


4, Вершины При х=е т у’=0иу’>0, слех-шо я точке 


(= _—е —!) — верш Уп 


$ Точин у” = 


пореги х 
м гиба у иривой вет 


Из выражения у” яихно, что точек пере- 


Т к ни ярн каних конечных значевнях одного иа ры 
ренениых хругое ве обращзется в бесконечиость, 
ассинятот параляельных осян нет 


$ Ассинптоты| Наклоняых ассинатог также инет, т к 


т а = Нт ох =: 


Снотриге чер 267 41 


31. Формуляр нривой: =; 
[. Сноыетри Нет | 


2 Ивтервая 
изменения 
пербмен- 
вых | — < ярих< 1 

Иту = ит 


№ |+0ю ярн х> 1 
х >11 


3. Пересече- 


ние с осянв Только яначале 


———————_—_—————дА———д_——-Ц——ы— 


‚ 1 й 
4 Вершины |7’^^ х1рх Из зыраженшия у’ внано, что 


ячершин у кривой нет 


„ — 24 45 ый 
у" = дни , 2+ &:=0; х=е”, у 


$. Точки При х=е-? у’ =0 и неняет звак с+на—, след-во 
перегиба 


я точке (-—- >) яерегнб с вогнутоста на пыпук- 
дость. 


Т инт у о то, очеяидно, кривая имеет ассими- 
х 


6 Асеннптоты! “У *= ы 


Т к Им у=0, то кривая имеет ассимитоту у=0 
>< 


Накломных ассинатот нет 


7 Особые 


точ Начало является ддя иригой точкой прекращения 


402 Смотрихге черт 268 


32. Формуляр нривой: у-=хех 


+ Симметрия | 


2 Интервал 
изненения 
яеремен- 
ных 


3$ Пересече- 


ине с осяни 


4 Вершины 


$ Точки 
перетибл 


$ Ассииптоты 


ини 


Нет 
х |< © 1 
У 0 о 


х Ц 
Ну = Нм хе = м — = — =0 
х>-х @© —е 
Только Я илчзле 


узи; ма, ав у=- 


При х—=-.1 у’=Фи неяяет знак с — на -+-, след-но, 


я тоже (—1,—е-!) верш узо 
утех +-2е*, е* (1--2)=0; 1=—2; у=— 2? 
При х= —2 у”’=0н меняет знан с -- на — ‚ след-но 


я точке (—2.— 2е-?)-— яеретиб с яогвутости на вы- 


яуклость 


Ассннотот паралаельных осям иег 


Наклояных асеинптот также нет, т к 


Смотрите черт 269 403 


33. Формуляр нривой: ее 


| я | 
0 
2 Ивтервая | 
изменов х и 
перемен. ту = Нт = [м с 
ных о 
е* ех 
№т у = ам = +0 
| х > 1 
3 Пересече- 


в осовы Пересечения нет 


у’= в. е:(х—1) =0; х=1, у=е 
4. Вершины ы 
При х=1 у’ = в неняет анакс — на --, след ню, 
© точке (1, е) — верш. Ушю 
у = ть №—2+2=0 и=0 
$ Точки 


перетиба Хв =13} 


Очевиано кривззя яе инеет точек яеретиба 


Аесниятоты параллельные осян х=0 и у=0 
& Аесамптоты 


Накловных асениатот яет. 


м Е | 


44 ем 0 черт. 270 


34. Формуляр кривой: у=х:е-* 


1] Симметрия 


2 Интервал 


3 Пересече- 
ние с осям 


—® 


4 Вершивы 


6 Ассимототы 


хз 2х 2 
те я — Цт -—— = Ча —— = Им —— = 
Иту = Нм хе м _ = Ш с Им с © 


Только о пачале 


у’=-— 22-4 2е-*  е-“х (2—2)=0; .=0 х,=2 
у=0 уз=4е” г 


При х; =0 у’=0 и неняет знак с — на-| , след-но, 
о точке (0,0) верш ума 


При х, =2 у’=0Он неяяет энак с - на —, след-но, 
о точке (2,4е-?) — верш ушах 


у’=е * (12 — 44 +7), х2— 4342 =0; 
=2+И 2, м=2-У2 

При з, =24И 2 у’=Фи меняет энак с иа—, 
след-но, о точке (2-- У 2, у) — перетиб с вотнутости 
ва выхзуклость 


При х.=2— И2-— перетнб с яыяуклости на логиу- 
тость 


Из т яункта вмано, что у кривой есть ассимлтота 
у = 


а 


1 
7 Особые 
точки | 


Не 


аист 


Смотрите черт 271. $85 


38. Формуляр нривой: у= — *—— 
1-{ех 


1. Симметрия | 


Иту=Ит ю.е 1 =© 
2 И 

1 4ех 4е > аи 
ГЗ Перосече: 
внес ры 


м 
— 
+ 

о 
м] 
< 
+ 

® 


у’ = ве № ; (чеке го 


у-ние это не имёет корней, в чем ножно убедиться, ре 
ши его трефически, похожие, 
изя (1+ех) ин в=-ех 

Найден зяачение у’вточке (0,0) Пусть у = Кх — у-ине 


ры касательяой к нашей кризой я начале, тогда к=- и, 


след-но, = = — Занетив зто, ниеен 


у’ =Ит Мет у’ = Нм т=о 
фе = 5 1-е: 2-—+я 


Т о оказывается, что я начале координат крияая ннеет 
дее различные хасательяые у =хну=0 


$ Точки 
перегиба 


Ассныптот параллельных осян ее 


——д—ыы—_—_—_—_——————— 


т = =й г=—, 
1{е> > © | 
6 Аесимптоты| в — ии [(х) — та] = ит [ в = | Е = 
-- 8 2 
1--ех И х.- 
| | Т о кривая ниеет наклояную асеныятоту у= 1- 


Из яуякта 2-го следует, что вначале кривая неярерыя- 
ва, а из 4-го — что вначале она ныеет дяе различяых 
касательных, из этого следует, что начало является для 
криеой угловой точной 


$85 Смотрите черт 272 


36. Формуляр нривой: у —= | т 
1+ех 


14ет *>-Я 14ет > +0 


‘сумы ва <, А м 21 аолалега дообыии 


му < р НН ты“ 


Пересече- 


Г 


ех х 
у=-— Ве СЕ 
4 Вершивы х? (1+е* =). 
Т к последнее у-яне яикакини конечвыни значенияни 
х-са не удовлетворяется, 1о вершии у кризой нет 
$ Точки 
перегиба Нет 


1 
-08 = — 
ЕТ Ассниптота пэрзллельная осях у т] 


Накловвых ассинятот нет 


| 7 Особые | Точки (0,.0} ин (0,1) являются для кривой точклни прек- 
точки реащеняя Точка (0,0) является точкой разрыва 1-го 


рода 


Смотрите черт 723. 497 


37. Формуляр кривой: у == хзшх. 


|: Сниетрия| Относительно осн у-ов 
= 
2 Интервал 


изменения 
перемев- 


и 0,—*—2 
нес = Ось у-оя только я начале 
| 


Ось х-оя я точкех 0, к, 2к ‹ ый } в к 


рые Х 608 Хх + ях = 0 или 1х =—х 

„не {2х = — х решин графически, рассматривая кор- 
ня его, как абсияссы точек р кривой у=шх 
и прямой у= —х Ив черт 274 эмано, что обе корин 


4. Вершины | заключены в промежутке от = +) « № 
3 (К-+ 1) х, при этом четвын значениян К будут соответ- 
авовать вершияы ушь, а иечетным — уюах., Я чен лег. 


ко убедиться неследуя знак у”. Наибольший  эжстре- 
мум равев бесконечности 


у’ = хзшх-+- 2605х —х ях + 26055 =0© ли 


с и 
= 


ое Из т 275 внамо, что корин у-яия сах = г.в 
перегибз чер , цсе корни у вх=-, 
х 


зиключеяы # яромежутке от — Кх до + (2кК--1) >, 


тде К =0,1,2 
| 6 ды Нет 
7 Особые | 
точки | Нет. 


488 Сиотрите черт 276 


38. Формуяяр нривой: у= 


х 
| 1. Симметрия | Относительно оси у-ов 


в точках, тле х = кк 
име с осами| Ось у-0в в точке (0,1) 


ь х 608 х — ЧЯах 

у’ = ть. хе0зх- $ял = 0 ман 105 = Хх 
Корианя у-яия 1х = х являются абсииссы точек яере-— 
сечения кризой у = шх с яраной у=х Все корин 


4 Вершияы | заключены я яронежутках от = Кх ло = (26 --1) = 


тде К = 0,1, 2 
Т к яри х> < у-—0, то ордиваты вершин кривой 
будут убывать по мере удалеяия от изчала  Наиболь- 
шзя ордннатв крнеой, соаяздеющая с осью у-06, равна 
едниаце, язиненьшея — равяга нулю. 

Сы черт 


— 5? зяз— соб д-- мах 


у" = м ‚ @-+х2) зп хх с0$ х=0 
5 Точки нли 1х = и ‚ Кория этою у ния, соотеет- 


яерегиба 
стяующие абецисеви точек яеретибз, найдутся, как 26- 


х 
синссы точек яересечеяня кривых у = цхву = 


7 Особые 
точки Нет 


Сиотрите черт 278 489 


39. Формуляр кривой: уст — 


Т к изнеяевие знака у абсциссы влечет изменение знз- 
ка у ординаты, яе неяяя абсолютной величины ее, то 


| + Сямметрия и 6. 
| кривая обладает синнетрней относительмо начала 


Итак першины кривой я точках (= 


пек+* ' 
(+10 рН 
и 


) ‚ яря этон не трудно показать, нсслелуя 
2 ны 

мк" = “(их ' 

4 Вершины | ннеем яерш ушах =|, а яри м; = - 


2 Интергал . 
изменения При 1—0 у имеет не- 
перенен- определенную величину 
ых 
1 1 
Ось х-оя я точках, тде — = = Ка иан х= ——, 
х +2 
3 Пересече- | де к =0,1,2 
вне с осями! Ось у-оя не яересекает 
Прин зозрастанин К и, след-яо, яри х > 0, пересечения 
© осью х станояятся все более и более частыми 
1 1 1 2 
= —-- а — = 0; иен 
у а 2 акт 


знак у“, что яри х, = 


ь ак--0= 
хз == ак +3) — зерш уши = - 1 Все яершияы 
Ушах вежат яз пряной у = 1, а вершины ушт — #3 

пряной у = —1 

Число яершии кривой неотраничеяно велико, но ясе они 


аежат в отраяиченнои иятервале — ы <*<+ 2. $ 


при этон, чен ближе к значению х раявому нулю, тен 
чаще н чаще вершияы тах сненяются яершинаин пня 
При х=0 у’— яеояред, яез ‚ след-но начало —особая точка 


Тоны яерегибз ножио найти, решая трафически у-няе 
—=2% 
р 2 ил 


Т. к при х < ‚у->0, то ось х-оя является зэсення- 
тотой 


$ Точин 
перегиба 


р Асспмптоты 


7 Особые Точки (0,:=1) являются для дзнной крявой особыин 
точки точкаии, я которых крияая ннеет бескодечное множе. 
ство яершия 


410 Смотрите черт 279 


49. Формуляр нривой: у=хот - 


рой она бескойечное множество раз пересекает ось 
Х-ов, ныеет бесконечное множество верший и бесксмеч- 


ное множество точек зерегиба 
Смотрите черт 281 411 


| 1 Симметрия Относительно оси у-св 
2 Иизервая 
изменения 
перемен- 
ных 
Иту = Ни кая — = Им 1 =1 
х |-> < 
Е 
Ось х-ов я точках, тде х =- тек =0,1,2 
$ Пересече- | Ось у-ов только я начале Крайяне точки пересечеяня 
вне с осями 
© осью х-оя имеют абсинссы 2 Вблизн пачала 
ч#с20 точек яересечения бесконечно велико 
р 
у’=— —-*.+ жж —, — © — + мя — = 0 зан 
1 
9#— =х 
Последнее у-ние решаем трафичееки Из черт 280 сле- 
дует. что корни у-яня лежат я яромежутках от ка №0. 
1 2 
4 Вершины — — — о ——_, 1 =0,1,2 
ы ко" кк киа, МК 
ярн этом нечетным значениям К будут соотяетствояг 
яершины упиа, В четяыч—верш умах 
Все ео мвожество вершия заключено я ни- 
| терязле РЕ <*<+ > яричем ярн х -> © орли- 
язты вершин стремятся к яулю 
| При х = © у’ — величина яеояределеняал, т о в на- 
чале кривая ямеет особую точку 
1 
| ыы 1 1 
$ Точки | у = —^ ‚ я и х=+ кк где К=0,1,2 
перегибв | Т о кривая имеет бесконечное множество точек пере- 
гиба, яричем они оказываются зочкаын яересечеяия 
кривой с осью х-ов. 
8 Аесматоты] Почыея у — 1 чвадетея аесныптотой 
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